XV Olimpiada do Cone Sul
Segundo Teste de Selecao
20 de marco de 2004

INSTRUGOES:

e  Nao resolva mais de uma questao por folha de almago. Escreva seu nome em cada folha que usar. Entregue
também o rascunho, pois ele pode ser utilizado a seu favor na corregéo.

e E proibido o uso de calculadora ou computador. E permitido o uso de régua, esquadro e compasso.

¢ Tudo o que vocé escrever deve ser justificado.

¢ Todas as questdes tém o mesmo valor.

e Duragdo da prova: 4 horas e 30 minutos.

»PROBLEMA 1
Os pontos D, E e F estao sobre os lados BC, CA e AB do tridngulo ABC, respectivamente, de modo que os
segmentos AD, BE e CF passam por um mesmo ponto G. Prove que se os quadrilateros AFGE, BDGF e CEGD
sdo circunscritiveis e os circulos inscritos a esses trés quadrilateros séo tangentes dois a dois entao o triéngulo
ABC é equilétero.

» PROBLEMA 2

Algumas casas de um tabuleiro retangular m x n, m,n > 2, sdo coloridas de branco. As demais casas sao
coloridas de preto. No comego, um besouro, vindo de fora do tabuleiro, entra em uma casa no bordo do
tabuleiro. A casa na qual o besouro entrou é recolorida na cor oposta. A cada passo, o besouro move-se para
uma casa vizinha (ou seja, com um lado comum com a casa anterior), e a casa na qual o besouro entra é
recolorida na cor oposta. Apdés um ntmero finito de passos, o besouro, estando em uma casa no bordo do
tabuleiro, deixa o tabuleiro. O besouro nao necessariamente sai do tabuleiro apds chegar pela primeira vez em
alguma casa no bordo do tabuleiro.

E possivel que, apds o besouro sair do tabuleiro, todas as casas do tabuleiro estejam coloridas de preto?

»PROBLEMA 3

Seja 1 um inteiro positivo. Prove que nfo existem inteiros positivos x e y tais que

Vn+vn+1T<vVx+y<vin+2

» PROBLEMA 4
Encontre todas as permutacgdes (a1, dz,...,a2004) de {1,2,...,2004} tais que para todo inteiro i, 1 < i < 2004,
2(a1 +az+---+a;) é divisivel por i+ 1.
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