I Olimpiada Cearense de Matematica
10 de outubro de 1981

12 PARTE

Coloque certo () ou errado (E) nas proposi¢oes abaixo:

01.
02.
03.

04.

05.

06.

07.
08.
09.

10.

( ) O ndmero 5! — 1 é primo.
() Se os lados de um triangulo medem 2 cm, 3 cm e 4 cm, entdo sua area é maior que 4 cm?.

( ) Se a seqiiéncia a1, as,...,an,... é uma progressao aritmética, entdo a seqiiéncia 291,292 29 200 . §
uma progressao geométrica.

() O dltimo recenseamento revelou que uma certa cidade tem P habitantes. Se log,, P = 4,03 entdo a cidade
tem mais de 10.000 habitantes.

() E possivel compor o piso da sala de uma residéncia com ladrilho ceramico, onde todas as pegas tém a mesma
dimensao e a forma de um pentdgono regular.

2
( ) Se 6 é o angulo interno de um poligono regular de n lados, entdo cosf = — cos il
n

() A equagdo x?

—sen z = 0 tem exatamente duas solugoes em R.
() Se a funcdo f : R — R é bijetiva e crescente entdo a sua inversa é decrescente.

() A figura abaixo contém exatamente 20 tridngulos.

() Considere a circunferéncia de raio igual a 2cm e centro B. Considere o quadrado GBFE. Entao o compri-
mento de GF' é maior que 2 cm.

A

F

22PARTE

» Problema 1

a) Apresente um exemplo de progressao aritmética.

b) Apresente uma equagao do 29 grau possuindo duas raizes distintas.

¢) Defina fungao injetiva e dé um exemplo.

» Problema 2



a) Apresente o desenvolvimento de (x — y)™, n inteiro positivo.

b) Se (\/§ — 1)5 =av3 — b, com a e b racionais, determinar os valores de a e de b, sabendo que /3 & irracional.

» Problema 3

Qual a drea maxima de um retangulo inscrito num triangulo eqiiilatero de lado 6 cm, estando a base do retangulo
sobre um lado do triangulo?

A

» Problema 4

Prove que nao existem inteiros m e n tais que m2 = n? + 1954.
q q

» Problema 5

Se a média geométrica entre a e b é igual a 10, mostre que a drea do trapézio A é numericamente igual a altura do
mesmo.

y =logygx

/(1,0) a b ’

» Problema 6

. , . L. . 1
Determine o dominio méximo de f em R e o conjunto de valores, onde f(x) = 25" =.

» Problema 7

Na figura, 7 e s s@o retas paralelas e Ay, Ao, Az e A4 s@o semi-circunferéncias de raio 1. Determine a soma dos infinitos
diametros das circunferéncias esbogadas na figura.

» Problema 8

z+1

Considere a fungao f: A — A, com A =R — {1}, dada por f(x) = T Entao:




a) Calcule f(f(z)), Vx € A.
b) Interprete o resultado encontrado em a).

c¢) Calcule f198%(z), onde f198! = fo fo..-of.
—

1981vezes

» Problema 9

Dé condigoes sobre a, b e ¢ para que o sistema

r+ay+a’z = 1
z+by+b2z = 2
r4cey+clz = 3

tenha solugao tnica.

» Problema 10

Considere uma circunferéncia de raio R. Construa prismas retos de altura H e cuja base é limitada por um poligono
regular inscrito na circunferéncia considerada. Analise a existéncia dos volumes méximos e minimos entre sélidos
construidos segundo o processo acima. Apresente os argumentos.



II Olimpiada Cearense de Matematica
16 de outubro de 1982

12 PARTE
Coloque certo (C) ou errado (E) nas proposigbes abaixo:
01. ( ) Sabendo-se que f™(z) = (fofo---o f)(x) e sendo f(x) = l, entao f14(10) = 10.
N——— x

02. () Se z e y sao solugoes do sistema
47 .9V = 8
r—y==6

entao r > 2.

03.

() Se o determinante da matriz associada a um sistema homogéneo é nulo, entao o sistema temuma infinidade
de solugoes.

04. O dominio da fungéo f(z) =logs(|z] —2) é (—2,2).
05. 22 + ax® + x + a é divisivel por z + a.
06. A area lateral de um prisma reto é dada pelo produto do perimetro de sua base pela altura correspondente.
08. Z ol— )p(Z):(),ondep,neN,OSpgn.
09. Os gréficos das fungoes f(z) = sen = e g(x) = cosx se interceptam 4 vezes no intervalo [—2m, 27].

()
()
()
07. () A inversa de uma fungdo crescente é decrescente.
()
()
10. ()

Nao existe um plano que contenha duas retas reversas.

22 PARTE
Resolva os CINCO problemas a seguir

» Problema 1

Depois de k dias de férias, um estudante observa que:
i) Choveu 7 dias, de manha ou & tarde.
) Quando chove de manha nao chove a tarde.
iii) Houve 5 tardes sem chuva.
iv) Houve 6 manhas sem chuva.

Qual o valor de k7

» Problema 2

x
a) Prove que, dados dois ndmeros positivos z e y, vale a seguinte desigualdade: /T -y < % (isto é, a média

geométrica é menor ou igual a média aritmética);

b) Prove que, dados trés nimeros positivos a, b e ¢, vale a seguinte desigualdade:

(a+b)(b+ c¢)(c+ a) > 8abe.

» Problema 3

Seja f : R — R a fungdo definida por f(z) = sen z. E possivel construir um retangulo de modo que o grafico de f
esteja contido neste retangulo? Justifique sua resposta.



» Problema 4
Seja f : A — B uma funcao invertivel definida por f(z) = 22 — 5z + 6, sendo A = {zr € R: z > g} eB={yeR:

1
y > _Z} Encontre f~1(y).

» Problema 5

“Duas torres, uma com 30 passos e a outra com 40 passos de altura, estao a distancia de 50 passos uma da outra.
Entre ambas se acha uma fonte, para a qual dois passaros descem no mesmo momento do alto das torres com a mesma
velocidade e chegam ao mesmo tempo. Qual as distancias horizontais da fonte as duas torres?”

(Leonardo de Pisa, Liber Abaci, 1202).

32 PARTE
Escolha Somente CINCO dos DEZ problemas a seguir

» Problema 1

As medidas dos lados de um retangulo sao dados por nimeros inteiros. Quais os comprimentos desses lados para que
o perimetro e a area do retangulo se exprimam pelo mesmo nimero?

» Problema 2

Resolva a equagio 4% — 3772 = 3v+z — 9221,

» Problema 3

a
a) Mostre que cossec a = cotg 5~ cotg a.

1 1 1

+ + +.--+ ——— onden € N.
sen a sen 2a  sen 4a sen 2™aq

b) Calcule a soma S =

» Problema 4

Considere o poligono estrelado de 5 (cinco) pontas, conforme a figura.

a) Encontre a soma dos angulos internos do poligono da figura;

b) Deduza a expressdo da soma dos angulos internos de um poligono estrelado (construido de forma andloga ao
poligono da figura) com n pontas.

» Problema 5

Considere o triangulo aritmetico de Fibonacci, constituido dos nimeros impares dispotos da forma abaixo:



1

3 5

7 9 11

13 15 17 19

21 23 25 27 29

31| 33 35 37 39 41

43 | 45 | 47 49 51 53 55

57 | 59 | 61 | 63 65 67 69 71

7375 | 7T | 79| 81 83 85 87 89

91 | 93 | 95 | 97 | 99 | 101 | 103 | 105 109

a) Determine o primeiro e o dltimo nimero da k-ésima linha;
b) Encontre a soma dos nimeros da k-ésima linha;

¢) Encontre a média aritmética dos nimeros da k-ésima linha. OBS: Fibonacci, a partir do tridngulo acima, obteve
a prova da igualdade (14+2+3+---4+n)2 =13+23+33+ ...+ n3. Reflita e tente, em casa, obter vocé também
a prova desta igualdade a partir do triangulo.

» Problema 6

Quantas solugoes inteiras positivas (isto é, quantas triplas ordenadas (x,y, z) de nimeros inteiros positivos que satis-
fazem a equacao) tem a equagdo x +y + z = 97

» Problema 7

Um polinémio P(z) dividido por z + 1 tem como resto 4,e dividido por 22 4+ 1 deixa resto 2z + 3. Calcular o resto da

divisao de P(x) por (x + 1)(z? + 1).

» Problema 8

Determine o volume do octaedro cujos vértices sao os centros das faces de um paralelepipedo retangular de dimensoées

a,bec.
» Problema 9

Considere a matriz A = { (1) ? } .

a) Encontre a matriz A¥, onde k € Ne A* = A ...

b) Encontre a matriz M = A + A% + ...+ A%.

.+ A (produto com k fatores).

c¢) Mostre a igualdade: det(A + A% + ...+ A¥) = k2, onde k € N.

» Problema 10

a) Prove que toda reta que passa pelo centro de um retangulo divide-o em duas partes com a mesma &rea.
b) Prove que toda reta que passa pelo centro de um hexdgono regular divide-o em duas partes com a mesma drea.

c¢) Verifique se é possivel generalizar a propriedade acima para poligonos regulares de 2n lados.

107

12linha
22 linha
32linha

62 linha



III Olimpiada Cearense de Matematica
29 de outubro de 1983

12 PARTE
Coloque certo (C) ou errado (E) nas proposigoes abaixo:
01. () Sea, b e c estdo em progressao aritmética, nesta ordem, e f(x) = ax® + bz + ¢, Vo € R, entao f(1) = 3b.

02. () Se z e y sao solugoes do sistema
47 .29 =8
r—y==6
entao x > 2.

03. () Se o determinante da matriz associada a um sistema homogéneo é nulo, entdo o sistema temuma infinidade
de solugoes.

04. () 2%+ az? + x + a é divisivel por x + a.

05. () A drea lateral de um prisma reto é dada pelo produto do perimetro de sua base pela altura correspondente.

7
06. () Se 3tg a + 5cotg a = 8, entdo tg a > 3

1
07. () Os arco que satisfazem a inequagdo sen z > 3 estao no 1°e 2° quadrantes.

08. () Se uma reta r ndo é paralela a um plano «, entdo r intercepta infinitas retas do plano a.
09. () A equagdo |z + 4| + 2z = —14 tem somente uma raiz real.

10. () O dominio da fungao f(z) = logs(Jz| — 2) é (—2,2).

22PARTE

» Problema 1
a) Se A={1,2} e B=1{3,4,5,6}, quantas fungoes injetivas existem de A em B?

b) Se A tem n elementos e B tem m elementos (n < m), quantas funcoes injetivas existem de A em B?

» Problema 2

Seja C' uma circunferéncia com centro no ponto P. Trace por todos os pontos de C' retas tangentes a C' e, partindo
de P, retas perpendiculares a todas as retas tangentes de C. Que figura se obtém quando unimos todas as intersecoes
entre estas retas perpendiculares? Justifique.

» Problema 3

Quantas coloracoes se podem formar superpondo cores dentre as sete fundamentais do espectro solar?

» Problema 4

1
Calcule o menor valor positivo de = que satisfaz a inequagao logx > log 2 + 3 log z.

» Problema 5

Entre os triangulos OAB, com vértice O na origem e os outros dois vértices A e B, respectivamente, nas retas y = 1
e y = 3 e alinhados com o ponto P(7,0), determinar aquele para o qual é minima a soma dos quadrados dos lados.

» Problema 6

Fatorar o polinémio p(z) = x* + 64, usando sempre polindmios com coeficientes reais.



» Problema 7

Os lados de um tridngulo mede 3, 7 e 8, respectivamente. Mostre que os angulos deste triangulo, medidos em graus,
estao em progressao aritmética.

» Problema 8

Na figura, o cubo sélido tem aresta de 3 m. No centro de todas as faces foram feitas aberturas em forma quadrada de
lado igual a 1 m até a face oposta e retiradas estas partes. Calcule o volume do corpo que restou apos a retirada de
todas as partes.

LT

» Problema 9

Considere a seqiiéncia de pontos A, As,...,A,,... colocados sobre uma reta, consecutivamente, como na figura
abaixo.

A A As A Av B
[ on
O ponto 4; ¢ fixado, inicialmente, e os demais satisfazem a condi¢ao A, A, 41 = o, para todo n € N. Mostrar que

existe um ponto B, sobre esta reta, tal que todos os pontos Ay, As,..., Ay, ... ficam a esquerda de B.

» Problema 10
a b
a) Sejam a e b nimeros positivos quaisquer. Mostre que 3 + - >2.
a

b) Sejam x1,x2,...,x, nimeros positivos quaisquer, n inteiro positivo. Mostre que

Z1 Z2 Z3 In
— + + +...—>n.
Tn Tn—1 Tp—2 T1




IV Olimpiada Cearense de Matematica
27 de outubro de 1984

» Problema 1
a) Seja n > 2 um inteiro. Prove que (k+ 1)(n—k) >nsek=1,2,3,...,n—2;

b) Considere os produtos: 1-n,2-(n—1),3-(n—2),..., (n—1)-2, n- 1. Prove que o primeiro e o dltimo destes
produtos sao menores do que o0s outros;

c) Prove que, para todo inteiron > 2, (1-2-3-...-n)2 >n"

» Problema 2
Seja f : R — R a fun¢do definida por f(z) = 28 — 2% + 22 — 2 + 1.
a) Veifique que f(x) pode ser escrita nas formas

flx)=a2% 22 -+ 1—-2) e flzx)=250% 1) +a(z—1)+1.

b) Mostre que f(x) > 0, para todo x real.

» Problema 3

a 7 ’ . ~ 7’ . .
a) Se tg 5 ¢ um nimero racional (a # km, k € Z), prove que cos« e sen « sdo numeros racionais.

. ~ , . . a p .
b) Remprocamente, S€ COS (&x € sen & Sa0 numeros racionals, prove que tg — é um numero racional.

» Problema 4

Para cada n = 0,1,2,... sejam as fungdes fo(z) = e fn(x) = fo(fn-1(x)), para todo n > 1. Mostre que
x
0< f1984(1984) < 1 e determine f1985(1985).

» Problema 5

Considere o sistema

xr1 + a0 + I3 = 0

To + T3 + T4 = 0

T3+ x4 + x5 = 0

Tgog + Tg9 + 100 = O

Tog +Tio0+T1 = 0

100 + 1 + T2 = 0
Prove que 1 =29 =23 = -+ = x99 = 2190 = 0.

» Problema 6
Sao dados: log, b = A, log, b = B e um ntimero inteiro positivo n. Calcule log, b, onde ¢ ¢ o produto dos n primeiros
termos de uma progressao geométrica com primeiro termo a e razao q.

» Problema 7

Seja n um inteiro maior que 2. Se ¢ é a hipotenusa de um triangulo retangulo e a e b seus catetos, prove que ¢ > a"+b".

» Problema 8

Considere o desenvolvimento de P(z) = (z + 1)!1° + (x + 1) + -+ + (2 + 1)!%° como polinémio em poténcia de .
Encontre neste desenvolvimento o coeficiente de

a) x2.
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b) z%.

» Problema 9

a) Se k é impar, prove que o polinémio p(x) = x* + a* é divisivel por = + a e que m(x) = x?* — 1 é divisivel por
2
= —1.

b) Seja m um inteiro positivo qualquer e A, = 5" +2-3""1 + 1. Prove que A, = (5" +3") — (3" 1 - 1) =
5(57L 4 371y — (3n — 1).

¢) Prove que, para todo inteiro positivo n, A, é divisivel por 8.

» Problema 10

a) Seja P um ponto no interior de um tridngulo eqiiildtero com distancias z, y e z aos trés lados, respectivamente.
Determine a soma x + y + z em fungao da altura h do triangulo.

b) Seja um ponto n interior de um tetraedro regular, com distancias x, y, z e w as quatro faces, respectivamente.
Determine a soma x + y + z + w em fung¢ao da altura H do tetraedro.
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V Olimpiada Cearense de Matematica
26 de outubro de 1985

» Problema 1

a) Se a > 0, mostre que 1+ a > 24/a.

b) Se ai,aq,...,a, sdo positivos e a; - as - ... a, = 1, mostre que (1 +a1)(1 +az)...(1+a,) > 2™

» Problema 2

Se a, b e ¢ sdo ntmeros reais tais que a? + b2 4 ¢? = 1, prove as desigualdades

1
—3 <ab+bc+ ac < 1.

» Problema 3

2¢, >0

3z, z<0 " Para cada n € N, defina g, : R — R por

Seja f : R — R a fungdo definida por f(z) = {

_ | f@), sef(z) <0
gn(x)—{ n, :ef(x)>0 '

a) Encontre o conjunto de valores da fungao g1go.

b) Encontre o menor n para que v/ 119 pertenga ao conjunto de valores de g,.

» Problema 4

Considere a equacdo do 22 grau x2 + 2pz + 2¢ = 0, onde p e ¢ sdo nimeros impares.

a) Mostre que nenhum nimero impar pode ser raiz da equagao acima.
b) Mostre que nenhum ndmero par pode ser raiz da equacao acima.

¢) Mostre que as raizes reais da equagao acima sdo nimeros irracionais.

» Problema 5

O_spontos M, O, Qe L, N, P estdo nesta ordem sobre os lados AB e AC de um tridngulo is6sceles ABC de base
BC', marcados de B para A e de C para A. Determine, em graus, o valor do angulo do vértice A do tridngulo ABC,
sabendo-se que

CB=BL=LM=MN =NO =O0P = PQ = QA.

» Problema 6
a) Mostre que se n é um inteiro positivo, entao (n — 1)n(n + 1) é um multiplo de 3.

b) Mostre que se n é um inteiro positivo, entdao n® + 3n2 + 5n + 3 ¢ divisivel por 3.

» Problema 7

Um plano passando pelo vértice de um cone sélido circular reto, formando com a base deste cone um angulo o = 45°,

determina sobre esta base uma corda AB de comprimento igual a 2v/3cm. Se o arco AB corresponde a um angulo
central 8 = 60°, determine o raio r da base, a altura h e o volume do cone. (Veja figura abaixo).
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VI Olimpiada Cearense de Matematica
25 de outubro de 1986

» Problema 1
Sejam x e y numeros reais que satisfazem a equagao:

2log(x — 2y) = logx + logy

;. X
Encontre o valor numérico de —.

» Problema 2
Para cada ntimero real x, seja

f(z) =min{dx + 1,2+ 2, —z + 6}.

Determine o valor maximo de f(z).
» Problema 3

Na figura ao lado, o ponto D é o cruzamento dos

segmentos AE e BC, a medida dos segmentos

BD e DC é a mesma (BD = DC), os segmen- C
tos CA e CE sio perpendiculares (CALCE)
e o angulo BAD ¢ o dobro do angulo DAC
(BAD =2 - DAC). Mostre que

AE =2-AB.

» Problema 4

Se p e p + 2 s&o ndmeros primos estritamente maiores que 3, prove que 6 é um divisor de p + 1.

» Problema 5

Seja P(z) um polindémio de grau n, cujo coeficiente do termo lider (termo de grau n) é igual a n!2"™. Mostre que se as
raizes de P(z) sdo os n primeiros ntimeros naturais fmpares, entdo |P(0)| = (2n)!.

» Problema 6

Seja f: N — N, onde N é o conjunto dos ntimeros naturais, uma funcao satisfazendo:
D f(2)=2;
(I1) f(m.n) = f(m).f(n) para todos os m,n € N ;

(IIT) f(m) > f(n) sempre que m > n

Mostre que:
(a) f(2%) = 2% para todo k € N.
(b) f(n) =n para todo n € N.

» Problema 7

Considere trés esferas de raios z, y e z que sdo tangentes duas a duas e repousam sobre um plano nos pontos A, B e
C. Sejam a, b e ¢ as medidas dos lados do triangulo ABC. Mostre:

a) o triangulo ABC é retangulo se, e somente se, é verificada uma relagao do tipo zy = zz + yz.

b) o conjunto {x,y,z} constitui uma progressdo aritmética se, e somente se, o conjunto {a,b,c} constitui uma
progressao geométrica.
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VII Olimpiada Cearense de Matematica
31 de outubro de 1987

» Problema 1

Mostre que log;, 3 ¢ irracional.

» Problema 2

Seja f : R — R uma fungéo tal que f(p-q) = p- f(q), quaisquer que sejam os nimeros reais p e q. Mostre que o
grafico de f é uma reta.

» Problema 3

Determinar trés niimeros inteiros consecutivos tais que o cubo do maior é igual ao triplo da soma dos cubos dos outros
dois. Os nimeros que vocé encontrou se constituem na tnica solugao do problema?

» Problema 4
Mostre que:

<, . ~ . a+b b—a
a) Se a e b sdo numeros reais com a < b, entao valem as desigualdades: a < 5 <b e a<a+——7<b

V2

b) Entre dois niimeros racionais quaisquer distintos existem pelo menos um nimero racional e um nimero irracional.

» Problema 5

Determine todos os ntimeros inteiros a e b de modo que uma das raizes da equacao 3z° +az? +br+12 = 0 seja 1+ /3.

» Problema 6

“As coordenadas dos vértices de um tridngulo eqiiiladtero sdo niimeros inteiros”.

Demonstre que a afirmacao acima é falsa.

» Problema 7

Duas piramides regulares, uma quadrangular e outra hexagonal, tém bases inscritas numa mesma circunferéncia de
raio R e volumes iguais. Determine a relacao entre as alturas das duas piramides.
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VIII Olimpiada Cearense de Matematica
18 de junho de 1988

» Problema 1

Prove que para qualquer inteiro positivo n, N = n? + 1 ndo é divisivel por 3.

» Problema 2
- y2 =0

(x . a)g + y2 -1 tem exatamente:

Verifique que o sistema {

a) Trés solugoes se a =1 ou a = —1;

b) Duas solugdes se a = V2 oua=—V2.

» Problema 3

Se log,(logs(log, z)) = logs(log, (logs ¥)) = log,(log,(logs 2)) = 0, determine o valor de z 4+ y + z.

» Problema 4

Prove que v/2, v/3 e v/5 nio podem ser termos (consecutivos ou ndo) de uma mesma progressao aritmética.
(Lembrete: /10 é irracional).

» Problema 5

Na figura, B e C sao os pontos médios de dois lados consecutivos de um hexdgono regular inscrito numa circunferéncia
de raio R. Determine as medidas dos lados do triangulo ABC.

» Problema 6

Uma funcdo f : R — R é periddica se existe um ntimero real positivo p tal que f(z + p) = f(z), para todo ntimero
real z. Verifique se f(x) = sen (2?) é periédica.

» Problema 7

Sobre o fundo horizontal de um vaso cilindrico circular reto, contendo dgua, coloca-se uma esfera (sélida) de raio R
com a propriedade de que a superficie superior do liquido fique tangente a esfera. Deseja-se que o mesmo aconteca se,
em vez da esfera de raio R for colocada outra esfera de raio m - R. Calcule o raio x do cilindro e a variagao dos valores
de m para os quais a situacao é realizavel.
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IX Olimpiada Cearense de Matematica
1989

» Problema 1

Seja f : R — R uma fungao real tal que 52* —2-5% - f(z) + 1 = 0 para todo valor real de z. Mostre que f(z) > 1,
para todo z, e que existe um tnico valor de x tal que f(x) = 1.

» Problema 2

Moram com Paulo seu pai, sua esposa, seu filho e sua filha. Um recenseador ao chegar & casa de Paulo perguntou:
‘Qual a idade das pessoas que moram aqui?’. Paulo respondeu: ‘Todas as nossas idades, exceto a idade de meu pai que
é um numero primo, sao quadrados perfeitos. Minha idade é a soma das idades de minha esposa, minha filha e meu
filho. A idade de meu pai é a soma da minha idade com a idade de minha esposa e minha filha’. Ajude o recenseador
a determinar as idades das pessoas que moram na casa de Paulo.

OBS: Suponha que nenhuma das pessoas envolvidas tenha mais que 120 anos.

» Problema 3

Ao longo de uma rodovia retilinea se encontra um nimero impar de pedras distribuidas individualmente de 10 em
10 metros. Um homem, comecando pela tltima e levando somente uma de cada vez, recolheu todas as pedras para
o ponto eqiiidistante dos locais onde estavam inicialmente a primeira e a tltima pedra. Ao final do seu trabalho o
homem havia percorrido 3km. Determine quantas pedras estavam ao longo da rodovia.

» Problema 4

Dado o produto de quatro nimeros inteiros consecutivos, determine o menor niimero inteiro positivo que deve ser
somado a este produto, a fim de que o mesmo se transforme em um quadrado perfeito.

» Problema 5

Um segmento de reta é formado por pontos. Explique como um segmento de reta AB com 3c¢m de comprimento possui
tantos pontos quanto um segmento de reta CD com 5¢m de comprimento.

A———B

» Problema 6
Determine a area de um hexdgono convexo que estd inscrito em um circulo e tem trés lados consecutivos iguais a 3cm
e os outros trés com comprimentos iguais a 2cm.

» Problema 7

Gira-se um triangulo qualquer em torno de um de seus lados e obtem-se um sélido. Qual deve ser o lado escolhido
para que o volume do sélido seja maximo?
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X Olimpiada Cearense de Matematica
09 de junho de 1990

» Problema 1

Determine o algarismo final do ntimero S =1+ 2+ 3 + - -- 4+ n, sabendo-se que o 1ltimo algarismo de S’ = 13 + 23 +
33+ +n3éiguala l.

» Problema 2

Os comprimentos dos lados de um triangulo sao os inteiros ¢ — 1, e x + 1 e o seu maior angulo é o dobro do menor.
Determine o valor de x.

» Problema 3

Seja ABC' um triangulo tal que as medianas BM e C'N, que se cortam em G, sejam iguais. Prove que o triangulo
ABC' é isésceles.

» Problema 4

Resolva o sistema cujas equacoes sdo: 1% -y = 2°/2 ¢ log, y - log, (y — 3x) = 1.

» Problema 5

Considere um cone circular reto cuja geratriz mede 3 ¢m e cujo raio da base é igual a 1 ¢m. Seja P um ponto fixo da
circunferéncia da base e C' a curva de menor comprimento, na superficie do cone, que partindo de P da uma volta
completa no cone e retorna novamente para o ponto P. Determine o comprimento de C.

» Problema 6

a) Prove que nio existe inteiro positivo ou racional positivo tal que > — 10t* — 10t2 — 2 = 0.
(Lembrete: Se p e ¢ sdo primos entre si e ¢ divide p™, entdo ¢ divide p.)

b) Se x, y e z sdo inteiros positivos e termos de uma progressio aritmética, mostre que a igualdade x® + y5 = 2°

nunca ¢ satisfeita.

» Problema 7

sen_ (1)

Seja f : R — {0} — R a fungao definida por f(z) = 1121/

™

ﬁ'

. Mostre que existem nimeros reais by, b1, b2, ..., by, ...

tais que (1 +2Y/%) . f(by,) = —
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XI Olimpiada Cearense de Matematica
10 de agosto de 1991
» Problema 1
a) Se n é um inteiro divisivel por 3, mostre que 2™ — 1 é divisivel por 7.

b) Se n néo é divisivel por 3, mostre que 2" — 1 néo é divisivel por 7.

» Problema 2
a) Mostre que 1 é a tnica raiz (real) da equacio x3 + 2% = 2.

b) Mostre que o sistema:

[\

23 + 2?2 =
?+ay+yi-y = 0

nao possui solugoes reais.

» Problema 3

Determine a soma dos n primeiros termos da seqiiéncia

L(1+2),(1+2+2%),(14+2+22+2%),...,(1+24+22+...+2"7").

» Problema 4

A drea de um triangulo ABC' é igual a 4m?. Se o angulo A mede 30°, determine os comprimentos dos lados AB e AC
de modo que a medida do lado BC seja a menor possivel.

» Problema 5
2m 8 14r , . ~ 3
a) Mostre que z1 = 2 cos 35 T = 2cos 35 e r3 = 2cos 5 sao raizes distintas da equagao z° — 3x + 1 = 0.
(Sugestdo: cos30 = 4 cos® 0 — 3 cos)

b) Mostre que x1, z2 € x3 sd@o nimeros irracionais.

» Problema 6

Seja f uma funcio real de varidvel real satisfazendo a equacéo ef(*) +e=f(*) — 2z = 0.
a) Determine o dominio de f.

b) Se f(x) > 0 para todo = em seu dominio, determine a tnica fungéo f satisfazendo a equagao dada.

» Problema 7
a) Marca-se 151 pontos distintos no interior de um quadrado unitdrio . Divide-se @) em 36 quadrados idénticos e
justapostos e considera-se os circulos circunscritos a estes pequenos quadrados. Prove que existem pelo menos

. ~ . . - 2
cinco pontos, dos 151 marcados, que estao no interior de um circulo de raio igual a IEh

b) Marca-se 383 pontos no interior de um cubo unitario. Prove que, dentre os 383 pontos, existem pelo menos 4

~ . . . 4
que estao no interior de uma esfera de raio igual a %3
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XII Olimpiada Cearense de Matematica
1992

» Problema 1

Sejam a e b nimeros reais positivos com a > b. Se a média aritmética entre a e b é o dobro de sua média geométrica,

a
determine o valor de 7

» Problema 2

Determine a + b + ¢ + d sabendo que:

6a + 2b = 3840
6c + 3d = 4410
a + 3b + 2d = 3080
» Problema 3
Seja a1, az,...,an,... uma seqiiéncia de inteiros positivos satisfazendo a3 = 2 e an41 = a2 —a, +1, n = 1,2,3....

Mostre que:
(a) ant1 = @nGp_1...a2a1 +1

(b) Quaisquer dois termos dessa seqiiéncia sao primos entre si.

» Problema 4
(a) Sejax = () — 3(1) + 3 (3) = 3 (5) +--- + 5= (5). Caleule V.

(b) Prove que o niimero 3737 + 8383 é divisivel por 3.

» Problema 5

Na figura abaixo, os circulos tém centros sobre uma mesma reta e EF, GH e AD s@o tangentes aos dois circulos.
Prove que AB = CD.

E A =
—

N
G D I

» Problema 6

Seja G um conjunto nao-vazio de fungoes nao-constantes f, com f(x) = ax + b, a e b reais, satisfazendo as condigoes:
(i) Se f e g pertencem a G, entdo fog € G.
(ii) Se f pertence a G, entdao f~! € G.
(iii) Paratoda f € G, existe zy € R tal que f(zf) = zy.

Demonstre que existe um numero real k tal que f(k) =k, Vf € G.

» Problema 7

a) Seja LM N um tridngulo tal que LN <1, MN <1le LM =z (0 < z < 2) e K o pé da altura relativa ao lado

2
LM. Mostre que NK < 1/1—%.
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b) Considere um tetraedro em que uma e somente uma aresta tem comprimento maior que 1. Demonstre que o

, .. 1
volume do tetraedro é no maximo 3

Sugestao: Mostre que V < % -DI-CJ e use o item (a) para os tridangulos ABC e ABD.

D
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XIII Olimpiada Cearense de Matematica
1993

» Problema 1
A 4rea de um triangulo ABC ¢é igual a 4m?. Se o angulo A mede 30°, determine os comprimentos dos lados AB e
AC de modo que o comprimento do lado BC' seja o menor possivel.

» Problema 2
Se p e ¢ sdo nimeros complexos, com q # 0 e se as raizes da equacdo 22 + pz + ¢ tém o mesmo médulo, prove que
p| < 2|q].

» Problema 3

Considere duas urnas A e B, onde A contém 1000 bolas (inicialmente todas vermelhas) e B contém 5000 bolas
(inicialmente todas brancas).
Atente para o seguinte procedimento interativo:

19 passo: Retira-se 100 bolas de B e coloca-se em A, passando A a contar com 1100 bolas e B com 4900 bolas. Em seguida,
aleatoriamente, retiram-se 100 bolas de A e repde-se em B, restabelecendo os niimeros iniciais de 1000 bolas em
A e 5000 bolas em B.

22 passo: Depois de executado o 19 passo, torna-se a retirar 100 bolas de B, aleatoriamente, e coloca-se em A. Em seguida
retira-se 100 bolas de A, aleatoriamente, e devolve-se a B, novamente estabelecendo os ntimeros de 1000 bolas
na urna A e 5000 bolas na urna B; e assim sucessivamente.

Apbs n passos, qual das conclusces é verdadeira?
a) Existem mais bolas brancas em A do que bolas vermelhas em B.
b) O numero de bolas brancas em A é o mesmo de bolas vermelhas em B.
c¢) Existem mais bolas vermelhas em B do que bolas brancas em A.

Justifique sua conclusao.

» Problema 4

Seja P um polinémio do quarto grau, sem termo independente, que verifica a identidade P(x) — P(z — 1) = 3.

a) Determine P;

n(n+1)

2
5 ) , para todo n € N.

b) Mostre a igualdade 13 + 23 + -+ +n3 = (

» Problema 5
Seja A = {E; v,y €R e 22 +y? — 62 — 6y + 12 = 0}. Se a e b sdo, respectivamente, o maior e o menor valor dentre

os elementos de A, determine a +b e a - b.

» Problema 6

1991 + y1992

Prove que a equagao x = 21993 tem infinitas solucdes x, y, z de inteiros positivos.

» Problema 7

Dados seis pontos distintos do plano, sejam a e b respectivamente a maior e a menor das distancias entre dois quaisquer
a
destes pontos. Mostre que 7 > /3.
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XIV Olimpiada Cearense de Matematica
11 de junho de 1994
» Problema 1

a) Sabendo-se que os trés lados de um triangulo retangulo, de hipotenusa a, estdo em progressdo geométrica.
determine os catetos do tridngulo em func¢ao apenas de a;

b) Mostre que a altura relativa & hipotenusa também faz parte da progressao.

» Problema 2

Se z e y sao reais positivos, determine todas as solugoes do sistema cujas equagoes sao:

» Problema 3

Determine os dois valores reais de a para que as equacdes 22 +ax+ 1 =0 e 22 + 2 + a = 0 tenham pelo menos uma
raiz (que pode ser complexa) comum.

» Problema 4

Se 2¥ — 1 (k > 2) é um nimero primo, prove que k também é primo.

» Problema 5
a) Determine, se possivel, uma fatoracio para 2% +y* onde k € Ne k > 1.

b) Use o item a) para mostrar que o conjunto solugao da equacao z3 + > = 0, no plano, é exclusivamente uma reta.

» Problema 6

Sao dados 1994 pontos no interior de um cubo com aresta igual a 6,7 cm. Prove que existe uma esfera com raio igual
a 1 cm que contém pelo menos 10 dos pontos dados.

» Problema 7

Sejam OZ, OY e OX trés retas mutuamente ortogonais que se interceptam no ponto O. Se C é um ponto fixo da reta
0OZ, C diferente de Z, e U e V pontos variaveis em OX e OY, respectivamente, determine o conjunto H dos pontos
P tais que PU, PV e PC sejam mutuamente ortogonais.
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XV Olimpiada Cearense de Matematica
26 de agosto de 1995

» Problema 1

Prove que um quadrildtero convexo cujos vértices sao os pontos médios dos lados de um trapézio qualquer é um
paralelogramo.

» Problema 2

a) Determine a funcéo polinomial P, do 3°grau, que apresenta uma raiz nula e satisfaz a condigdo P(x — 1) =
P(x) + 2522 para todo x real.

b) Calcular, em fungao de n, a soma 25 + 100 + 225 + ... + (5n)2.

» Problema 3
Num tridngulo ABC, seus lados de comprimentos a, b e ¢ satisfazem a igualdade (a+b+c)(a+b—c) = 3ab. Determine
a medida, em graus, do angulo oposto ao lado de comprimento c.

» Problema 4

Mostre que existem nimeros reais a e t tais que

T T T
1981'COSB+1995-senB—a-sen (t+1—5).

» Problema 5

Numa progressao aritmética de nimeros inteiros positivos, o oitavo termo é igual ao cubo do primeiro. Sabendo que
a segunda e a quarta poténcias do primeiro termo pertencem a progressao, determine o segundo termo.

» Problema 6
Sejam n natural e f : N — N a func¢do dada por f(n) = ntimero de fatores (ou divisores) positivos de n. Determinar

os valores de n para os quais 2 - f(n) =n).

» Problema 7

a) Uma “gang” tem infinitos bandidos, e cada um desses militantes tem um tnico inimigo no interior da “gang”,
que ele quer matar. Prove que é possivel reunir uma quantidade infinita de bandidos desta “gang” sem que haja
o risco de que um bandido mate um outro durante a reuniao.

b) Se cada bandido tiver um nimero finito, mas indefinido, de inimigos (um bandido pode ter 2 inimigos, um outro
somente 1, um terceiro pode ter 20 e assim por diante). Serd possivel promover uma reunido com infinitos
“gangsters” sem risco de derramamento de sangue?
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XVI Olimpiada Cearense de Matematica
31 de agosto de 1996

» Problema 1

Resolva o sistema:
logs(z +y) +logg(z —y) =3
x? — y2 =125

» Problema 2

Considere todas as retas que encontram o grafico da funcio f(z) = 22* + 72® + 32 — 5 em quatro pontos distintos,

1+ 22 +23+ 24 , .
! 2 1 2 1 independente da reta e ache esse

digamos (x1,y1), (z2,v2), (z3,y3), (4, ys). Mostre que o valor de

valor.

» Problema 3

Os lados de um tridngulo sdo expressos, em c¢m, por trés inteiros consecutivos e sua area, em cm?, é dada por um
inteiro. Prove que o menor lado do triangulo é impar.

» Problema 4

Um hotel possui 100(cem) apartamentos, estando todos fechados e numerados de 1 a 100. Um zelador recebe um
pacote contendo uma chave de cada apartamento, totalizando 100 chaves diferentes e nao numeradas. Sabe-se que a
fechadura de cada apartamento pode ser acionada (aberta ou fechada) por mais de uma chave, exceto a do apartamento
1, e que para cada chave existe um tnico n € N (n < 100) tal que as fechaduras dos apartamentos numerados com
multiplos de n podem ser acionadas. Apds o zelador testar cada chave em todos os apartamentos, realizando uma
Unica operagao em cada fechadura (abrindo, fechando ou mantendo, conforme o caso), quais os apartamentos que
restarao abertos?

» Problema 5

Seja PQRS um quadrilatero convexo de area A e O um ponto em seu interior. Prove que se 24 = oP + OR’ +
ﬁ2 + @2, entao PQRS é um quadrado e O é o seu centro.

» Problema 6

Um caminho consiste em uma seqiiéncia de passos de tamanho 1 tomados nas diregoes norte, sul, leste e oeste. Um
caminho é dito simples se ele nunca passa pelo mesmo ponto duas vezes. Seja f(n) o nimero de caminhos simples de
tamanho n que comeca na origem. Prove que

2" < f(n) <4-3""'n=1,23,...
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XVII Olimpiada Cearense de Matematica
30 de agosto de 1997

» Problema 1

Seja n um inteiro positivo tal que 3n+7 é um quadrado perfeito. Prove que n+ 3 é a soma de trés quadrados perfeitos,
com possivel repeticao.

» Problema 2

A g_ L 1 11 LI I 27
soma = —1!9! + —3!5! + —5!5! —7!3! + —9!1! pode ser escrita na forma E’
Encontre a e b.

onde a e b sao numeros inteiros positivos.

» Problema 3

Determine as raizes reais da equacéo z% — (a? + 1)z + a = 0, onde @ é um parametro real positivo.
q » p 1%

» Problema 4

Considere o triangulo ABC' com o angulo ABC =2-ACB. Seja H o pé da perpendicular de A a BC e seja D o ponto
sobre o lado BC' onde o circulo ex-inscrito o toca. Prove que AC = 2-HD. o
(O circulo ex-inscrito relativo ao lado BC' é o circulo que tangencia BC' e os prolongamentos dos lados AB e AC'.)

» Problema 5

Decida se é possivel escrever os ntmeros 1,2,3,...,121, um em cada casa do tabuleiro 11 x 11, de tal forma que se
dois nimeros sao consecutivos, as casas que eles ocupam tém um lado em comum e, além disso, os quadrados perfeitos
estejam todos dispostos numa mesma coluna.

» Problema 6
Se cada um dos ntmeros x1,x2,...,T, ¢ +1 ou —1, e se a soma
T1ToX3T4 + T2L3T4T5 + T3X4X5L6 + - .. + TpT1Tox3 = 0,

prove que n deve ser miultiplo de 4.
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XVIII Olimpiada Cearense de Matematica
29 de agosto de 1998

» Problema 1
Seja S =12 —-2243%2 - 424 ... — 19982 + 19992, Expresse S como a soma de 1000 niimeros impares, todos eles termos
de uma progressao aritmética.

» Problema 2
Prove que entre trés nimeros inteiros quaisquer podemos escolher dois, digamos a e b, tais que ab® — ba® seja divisivel
por 10.

» Problema 3
Se n é um nimero inteiro positivo com 35 algarismos e 3/n é também um inteiro, determine o valor de 3/n. (Lembre-se
que log 12,4 < 1,096 e que log 13,6 > 1,128)

» Problema 4

Seja T um triangulo de area 1.
a) Mostre que existe um paralelogramo de drea 2 que o contém.

b) Se T estd contido num paralelogramo P, mostre que P tem &rea maior ou igual a 2.
(Obs: Os lados do tridngulo podem ter intersecdo ndio vazia com os lados do paralelogramo)

» Problema 5

Um professor de matemética propoe a seguinte atividade para seus alunos: um aluno escreve no quadro uma fila com
seis nimeros inteiros; um segundo aluno escolhe trés desses niimeros, digamos x, y e z e os substitui por x —y — z,
3r—3y—2zedxr—2y+4z, e escreve a nova fila abaixo da primeira, repetindo os nimeros nao substituidos. Repete-se
o procedimento usando-se a tltima fila. Apds a aula, o quadro é parcialmente apagado, restando legivel o seguinte:

e Loe e — o
e ~J e o v e
e e o oe

e o ~ o
® OO e o Ut @
® CO e o O e

Prove que algum aluno errou suas contas.

» Problema 6

Seja S um subconjunto dos nimeros reais tal que:
(I) 1e8.
(II) Se z,y € Sentdao x —y € S.

1
(IIT) Se 0 # x € S entdo p es.

Prove que S é fechado para a multiplicagao, isto é, dados z,y € S entdo xy € S.
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XIX Olimpiada Cearense de Matematica
1999

» Problema 1

Um aviador estd a uma distancia h da Terra que vamos admitir como sendo uma esfera de raio r. Se S é a porcao
total da superficie da Terra visivel pelo aviador, encontre S em termos de r e h.

» Problema 2

Teorema: Para todo n, num conjunto de n bolas todas elas possuem a mesma cor.

Corolério: Todas as bolas do mundo tém a mesma cor

Demonstragao do Teorema

A demonstracao do teorema serd feita usando o Principio da Indugao Finita. O resultado é valido para n = 1 pois, num
conjunto com uma bola, todas elas tém a mesma cor! Suponha que o teorema é valido para todo conjunto com i bolas.
Considere um conjunto com i+ 1 bolas. Retirando uma delas, o conjunto restante possui i bolas e pela hipétese indutiva
todas possuem a mesma, cor,
digamos amarela. Retire uma das bolas amarela desse conjunto e retorne a bola de cor desconhecida, anterior-
mente retirada. Obtemos novamente um conjunto com ¢ bolas e pelo o que foi discutido anteriormente possui i — 1
bolas amarelas e pela hipotese indutiva possui todas as bolas de mesma cor. Segue que a bola de cor desconhecida
também é amarela. Assim todas as i + 1 bolas sd@o amarelas.

Como vocé sabe existem bolas de varias cores. Descubra o que esta errado na demonstragao do teorema.

» Problema 3

—a

Sejam a e z nimeros complexos tais que |a] < 1 e @z # 1 . Mostre que se

—az

' < 1 entao |z| < 1.

» Problema 4

No pais da Verdade, onde ninguém mente, reuniram-se os amigos Marcondes, Francisco e Fernando. Entre os trés
ocorreu a seguinte conversa:

Marcondes fala: estou escolhendo dois niimeros inteiros positivos cujos valores nao revelo e vou dar, em segredo, a
soma deles para o Francisco e o produto deles para o Fernando.

Francisco fala: o valor que me foi dado nao excede 16.

Fernando fala: eu nao consigo achar os valores dos dois niimeros escolhidos pelo Marcondes.

Francisco fala: eu ja sabia que vocé nao encontraria os valores dos dois niimeros.

Fernando fala: ah, entao eu sei quem sao os dois niimeros.

Agora responda:

(a) Qual o valor que foi dado a Francisco?

(b) Baseado em que o Fernando fez a ultima afirmativa?

» Problema 5
Uma cidade tem um ntumero finito de linhas de 6nibus de modo que:
(a) Cada linha tem, pelo menos, trés paradas;
(b) Cada duas paradas sao ligadas por alguma linha;
(¢) Cada duas linhas tém uma unica parada em comum.

Prove que cada linha tem o mesmo nimero de paradas, digamos n, e que por cada parada passa exatamente n linhas.

» Problema 6

Dizemos que a fungao f possui um ponto de estrangulamento em n se:
m<n= f(m)< f(n) e m>n= f(m)> f(n).

Prove que se uma fungao aditiva f (isto é, f(m -n) = f(m) + f(n) se o mde(m,n) = 1) possui uma infinidade de
pontos de estrangulamento ela é crescente.
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XX Olimpiada Cearense de Matematica
2000

» Problema 1

Se um poliedro convexo tem 6 vértices e 12 arestas, prove que toda face dele é um tridngulo.

» Problema 2

Cingiienta bolas, numeradas de 2 a 51, devem ser colocadas em caixas, de modo que o méximo divisor comum (mdc)
dos niimeros de duas bolas quaisquer de uma caixa nao seja o nimero correspondente a uma bola desta caixa. Encontre
o nimero minimo de caixas necessédrias para guardar todas as bolas. Justifique sua resposta.

» Problema 3

Considere todos os subconjuntos nao vazios do conjunto {1,2,...,n}, dos n primeiros nimeros naturais. Para cada
um desses subconjuntos calculamos o produto de seus elementos. Encontre a soma de todos os produtos obtidos.
(Obs: Se um subconjunto tem um tnico elemento, esse elemento é o produto).

» Problema 4

2 2
(a) Seja (x,y) um ponto da elipse I—2 + Y 1. Mostre que existe 6 € [0,27) tal que © = acosf e y = bsend.

a b2

(b) Dado um tridngulo T, inscrito na elipse acima, prove que existe um tridngulo T, inscrito na circunferéncia
2?2 +y? =1 tal que rea(T,.) = a - b- area(T).

(c¢) Encontre os tridngulos de drea maxima inscritos na elipse do item a.

» Problema 5

Sejam a, b, c e d as raizes (nos complexos) do polinémio z* + 62? + 42 + 2. Encontre um polinémio p(z), do quarto
grau, que tenha como raizes a2, b2, c? e d2.

» Problema 6

Sejam Aq, Ao, ..., A, os vértices de um poligono regular de n lados inscrito na circunferéncia unitaria S e A um ponto
) ) )

dessa circunferéncia. Encontre o valor maximo do produto P dos n segmentos A1 A, AsA, ..., A, A e a posicao de A

para o qual esse maximo ocorre.




29

XXI Olimpiada Cearense de Matematica
25 de agosto de 2001

» Problema 1

Suponha que a fungdo f: R — R satisfaz f(zy) = zf(y) + yf(z) para todos z,y € R. Prove que f(1) = 0 e que
f(u™) = nu™"! f(u) para todo n natural e todo u real.

» Problema 2

Se p > 3 é primo, prove que o resto da divisdo de p? por 12 é igual a 1.

» Problema 3

Num trapézio ABCD, AB é a base maior e, CD a menor. Se AB = 24D e se ainda a soma dos angulos DAB e ABC
é 120°, prove que um desses angulos é reto.

» Problema 4

Sejam f1(z), fa(x), ..., f2001(x) polindmios a coeficientes reais. Para cada inteiro positivo n existe um par (7, ) com
1 <4< 7 <2001 tal que n é raiz da equagdo f;(x) = f;(z). Mostre que entre os 2001 polinémios acima existem pelo
menos dois iguais.

» Problema 5

Achar o menor natural n tal que 2001 é a soma dos quadrados de n inteiros impares. Justifique sua solugao.

» Problema 6

Determinar ai, as, as, ..., a1, sabendo-se que:
i) s@o ndmeros em progressao geométrica, nesta ordem;
ii) a1,as9,as,aq,as,as possuem quatro digitos e aqp possui cinco digitos

(OBS.: todos os ntimeros aq, as, as, .. ., ao estdo na base 10)
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XXII Olimpiada Cearense de Matematica
01 de setembro de 2002

» Problema 1

Um quadrado é dividido em quatro triangulos retangulos congruentes e um quadrado menor, conforme a figura 1.
Esses quatro triangulos e o quadrado menor sao rearranjados da forma indicada na figura 2. O matematico indiano
Bhaskara demonstrava o teorema de Pitadgoras com a ajuda desses diagramas. Obtenha, a partir das figuras abaixo,
uma demonstracao do teorema de Pitagoras: o quadrado da hipotenusa de um tridngulo retangulo é igual a soma dos
quadrados dos seus catetos.

Figura 1 Figura 2

» Problema 2

Seja A uma matriz n X n qualquer e X uma matriz com todo os elementos iguais. Mostre que
det(A + X) - det(A — X) < det A%,

Notagao: det A é o determinante da matriz A.

» Problema 3

Determinar todos os subconjuntos S dos nimeros complexos que satisfazem aos seguintes requisitos:
1. Se z,y € S, entdo zy € S.

2. S possui 2002 elementos.

» Problema 4

Um magico resolveu exibir seus poderes encontrando, dentre 21 moedas de aparéncia semelhante, uma moeda falsa,
mais leve que as demais, que tinham o mesmo peso. Ele dispos as moedas em 3 pilhas de 7 moedas cada, denominadas
P}, P} e P}. Ele entao comparou os pesos de P! e Py numa balanga de pratos que indica o maior dentre os pesos
comparados. As préximas pesagens foram assim realizadas: ele desmanchava as pilhas PF, P§ e P:f da pesagem
anterior para obter 3 novas pilhas de 7 moedas cada denotadas por Pf"’l, 2]”'1 e P;H. A seguir, ele comparava
os pesos de Pf“ e P2’“'Irl na balanca de pratos. Um espectador observou que o mégico seguia sempre os mesmos
procedimentos: apds a k-ésima pesagem, ele desmanchava uma pilha por vez, de cima para baixo, retirando as moedas
uma a uma, e as colocava imediatamente em alguma das pilhas PlkH, PQkJr1 ou Pf“ da pesagem subseqiiente. Ele
se lembra também que sempre que 3 moedas ocupavam posigoes consecutivas numa mesma pilha Pf, P¥ ou P?f“ elas
ocupariam pilhas diferentes na proxima pesagem. Ele nao lembra a ordem em que as pilhas eram desfeitas. Sabendo
que o mégico nao tinha poderes sobrenaturais, qual o procedimento que ele utilizou para realizar a sua magica com a
quantidade minima de pesagens?

» Problema 5

Sejam 2 < k < n ntmeros inteiros e A um subconjunto de {1,2,...,n}. Seja B o conjunto de pares (x,y) € Ax A
tais que x < y. Chamamos de altura de (z,y) € B ao niimero y — x e denotamos por |A| o nimero de elementos de
A. Prove que se

|A|>%+\/i+(2n—k)(k—1),

entao existem pelo menos k elementos de B com a mesma altura.
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» Problema 6

Seja n um inteiro positivo e A = {a;}}_, uma seqiiéncia de sinais, isto ¢é, cada a; € {0,1}. Definimos entao o polinémio
- 1
b X" + by 1 X" b X 4 by = ap H(X + aiti-1——),
. p
=1

onde p # 0 é um ndmero real. Encontre todos os valores positivos de p para os quais a seqiiéncia de sinais B = { % J A
2

é A na ordem inversa, ou seja, ﬁ = a,_; para cada i = 0,1,...,n, quaisquer que sejam o inteiro n e a seqiiéncia A.
i
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XXIII Olimpiada Cearense de Matematica
22 de setembro de 2003

» Problema 1

Mostre que a diferenca entre um numero racional, suposto distinto de zero e um, e seu inverso, nunca é um nuimero
inteiro.

» Problema 2

Seja P um ponto no interior de um hexdgono regular com lados de comprimento um. Os segmentos que unem P a
dois vértices tém comprimento 13/12 e 5/12, respectivamente. Determine os comprimentos dos segmentos unindo P
aos outros vértices do hexagono.

» Problema 3

Ordenamos os pares ordenados (m,n) de N x N definindo uma bijecdo f : N x N — N satisfazendo as seguintes
condigoes:

1. Se my + ny > mg + ng, entdo f(mi,n1) > f(ma,na).
2. Se m1 > mso e m1 +n1 = ma + ny entao

e f(my,n1) > f(ma,n2), se my + ny é par;
e f(my,n1) < f(ma,n2), se my +ny é impar;

Determine a expressao de f(m,n) em termos de m e n. Obs.: N={1,2,3,...} é o conjunto dos ntimeros naturais.

» Problema 4

Um homem acha-se no centro de um circulo. A periferia deste circulo é delimitada por uma cerca, que separa o homem
de um cachorro. Admitindo que o cachorro sé pode correr ao longo da cerca,

e Prove que o homem pode escapar pulando a cerca sem ser mordido pelo cao se as velocidades maximas possiveis
de serem desenvolvidas pelo cachorro e pelo homem estiverem na relagao 4 : 1.

e Determine as relagoes entre as velocidades maximas do cachorro e do homem para as quais o homem pode
escapar.

» Problema 5

Uma lista de nimeros complexos distintos z1, za, ..., 2, € um ciclo de comprimento n para uma funcao f : C — C
se 20 = f(21), 23 = f(22),.--,2n = f(zn-1) € 21 = f(zn). Seja f(z) = 22 + 2003 e 21,22,..., 22003 um ciclo de

comprimento 2003. Calcule
2003

[T G+ 20,
i=1
onde o simbolo [] indica o produto.

» Problema 6
Se a equacao geral de uma cOnica tem por expressao

ar1 - 2% + agy - y° + asz + 2a12 - wy + 2013 - T+ 2a93 -y = 0,

1. Encontre as condicoes a serem satisfeitas pelos coeficientes a;; para que a conica seja degenerada (isto é, contenha
uma reta). Sugestao: considere o determinante da matriz simétrica cujas entradas sejam os coeficientes a;; da
conica.

2. Sejam Ci(x,y) = 0 e Ca(z,y) = 0 as equagdes de duas conicas de tragos distintos. Seja C; a conica dada por
Ci(z,y) =t -Co(z,y) + (1 —1t) - C1(z,y) = 0. Mostre que o conjunto dos reais ¢t para os quais C; é degenerada é
solugao de uma equacao de grau inferior a quatro.

3. Supondo o resultado anterior valido se ¢ tomar valores em C (complexo), prove que se pode resolver uma equagao
de grau 4 resolvendo equacgoes de grau inferior a 4.
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26 de setembro de 2004

» Problema 1

Qual o menor inteiro positivo com o mesmo nimero de divisores de 20047

» Problema 2

Determine o seno do angulo entre as alturas baixadas dos vértices de um tetraedro regular.

» Problema 3

Seja a # 1 raiz de X" —1 = 0. Obter um polindémio com coeficientes inteiros que tenha a = Re(a) como raiz. (Notacio:
a = Re(a) +i-Im(a).

» Problema 4

Resolver o sistema linear

X1+ a1 Xy +a%X3 —I—...—I—a’ll*an = —a¥
X1+ axXy +a§X3 —I—...—I—ag_an = —a}

X1 +a,Xo+ (LiX3 +...+ aﬁ_an = —a,

onde ai,aq,...,a, sao nimeros reais distintos.

» Problema 5

Seja ABC um triangulo. Seja D um ponto entre B e C, seja E um ponto entre C e A, e seja F' um ponto entre A e
B. Mostre que

(Saprr)® + (Saarr + Saprp + Sacpr) - (Saper)? > 4 - SaarrSABFDSACDE,

e vale a igualdade se, e somente se, AD, BE e CF sao concorrentes. Denotamos por Sapqr a area do tridangulo PQR.

» Problema 6

A cada aresta de um poliedro convexo P associamos o inteiro —1. A cada vértice associamos o produto dos niimeros
associados as arestas nele incidentes e a cada face associamos o produto dos nimeros associados a seus lados. Se Sp
e a soma de todos esses niimeros, prove que:

a. Sp =2 — 4k, tal que k > 4.

b. Para cada k > 4, existe um poliedro convexo P tal que Sp = 2 — 4k.



