
02 { Simetrias
I { Simetria CentralDizemos que um ponto A0 �e obtido de um ponto A por meio de uma "simetria entral" sobre o pontoO (hamado entro de simetria) se O �e o ponto m�edio do segmento AA0. Neste aso, dizemos que oponto A0 �e o sim�etrio de A em rela�~ao ao ponto O.�E importante observar que uma simetria entral �e uma isometria, no sentido de que se A0 e B0 s~aoos sim�etrios de A e B, respetivamente, em rela�~ao ao ponto O, ent~ao A0B0 = AB. De um modomais abrangente, podemos a�rmar que !A0B0= � !ABDessa forma, a imagem de qualquer �gura por uma simetria entral �e uma �gura semelhante. Empartiular, a imagem de uma reta por uma simetria entral �e uma reta paralela e a de um ��ruloC �e um ��rulo C 0 ongruente a C ujo entro �e o sim�etrio do entro de C em rela�~ao a entro desimetria.Exer��ios:1. Construa uma reta passando por um dado ponto A tal que o segmento ompreendido entre seuspontos de interse�~ao om uma dada reta ` e um dado ��rulo S �e dividido ao meio pelo ponto A.2. Se A �e um ponto omum a duas irunferênias S1 e S2, onstrua uma reta ` tal que:(a) As irunferênias S1 e S2 determinem ordas iguais sobre `.(b) As irunferênias S1 e S2 determinem ordas sobre ` uja diferen�a �e igual a um dado valor a.3. Considere duas ordas AB e CD de um dado ��rulo S, e um ponto J sobre a orda CD. Aheum ponto X sobre a irunferênia de S tal que as ordas AX e BX determinem sobre a orda CDum segmento EF ujo ponto m�edio �e o ponto J .4. No triângulo ABC as bissetrizes dos ângulos B e C enontram a mediana AD nos pontos E e F ,respetivamente. Se BE = CF , prove que ABC �e is�oseles.5. (a) Sejam O1, O2,. . . , On, (n par) pontos no plano e seja AB um segmento arbitr�ario; seja A1B1o segmento obtido de AB por uma simetria sobre O1; A2B2 �e obtido a partir de A1B1 por umasimetria sobre o ponto O2, e assim suessivamente; seja AnBn o segmento obtido de An�1Bn�1 poruma simetria sobre On. Prove que AAn = BBn. A a�rma�~ao desse problema ontinua verdadeira sen for ��mpar? 1



2 Simetrias Axial e Central - Prof. Onofre Campos(b) Considere um n�umero��mpar de pontos O1, O2,. . . , On dados no plano. Seja A um ponto arbitr�ariomovido suessivamente por simetrias sobre os pontos O1, O2,. . . , On. Seja An o ponto enontrado.Movemos An atrav�es de simetrias sobre os mesmos pontos O1, O2,. . . , On. Mostre que o ponto A2n,obtido omo resultado dessas 2n simetrias, oinide om o ponto A. A a�rma�~ao ontinua verdadeirase n for par?() Considere n pontos dados no plano. Um ponto arbitr�ario �e movido sobre os pontos O1, O2,. . . , Onpor meio de simetrias; ent~ao, o mesmo ponto original �e movido suessivas vezes por simetrias sobreos pontos O1, O2,. . . , On na ordem inversa: On, On�1,. . . , O1. Para quais valores de n a posi�~ao �naldo ponto tomado oinide?6. Seja n um n�umero ��mpar, e sejam n pontos dados no plano. Ahe os v�erties de um pol��gono den lados que tem os pontos dados omo pontos m�edios de seus lados. Considere ainda, o aso quandon �e par.II { Simetria AxialDizemos que um ponto A0 �e imagem de um ponto A por uma reex~ao em uma reta ` (hamado eixode simetria) se o segmento AA0 �e perpendiular a ` e �e dividido ao meio por `, ou seja, se a reta `for a mediatriz do segmento AA0. Neste aso, dizemos que A0 �e sim�etrio a A em rela�~ao �a reta `.Exer��ios:7. (a) S~ao dados uma reta MN e dois pontos A e B no mesmo lado da reta. Ahe um ponto Xsobre MN tal que os segmentos AX e BX fa�am ângulos iguais om MN , ou seja\AXM = \BXN:(b) S~ao dados uma reta MN e dois ��rulos S1 e S2 no mesmo lado da reta. Ahe um ponto X sobreMN tal que uma das tangentes desse ponto ao primeiro ��rulo e uma das tangentes desse ponto aosegundo ��rulo fa�am ângulos iguais om MN .() S~ao dados uma reta MN e dois pontos A e B no mesmo lado da reta. Ahe um ponto X sobreMN tal que os segmentos AX e BX fa�am ângulos om essa reta de modo que um deles seja duasvezes o outro, ou seja, \AXM = 2 � \BXN:8. Considere três retas `1, `2 e `3, onorrentes em um �unio ponto, e um ponto A sobre `1. Construaum triângulo ABC tal que `1, `2 e `3 sejam as bissetrizes do triângulo.9. (a) Construa um triângulo ABC dados a base AB = a, a altura CH = h e a diferen�a delta dosângulos da base.(b) Construa um triângulo dados dois lados e a diferen�a Æ dos ângulos que eles formam om otereiro lado.10. Seja MÔN um ângulo dado junto om dois pontos A e B em seu interior. Ahe um ponto Zsobre OM tal que o triângulo XZY seja is�oseles, onde X e Y s~ao os pontos de interse�~ao de AZ eBZ om ON .



Olimp��ada de Matem�atia - Geometria Plana 311. Seja ABC um triângulo autângulo. Seja AD a altura sobre BC, e seja H um ponto qualquersobre o segmento AD. As retas BH e CH intersetam AC e AB em E e F , respetivamente. Proveque \EDH = \FDH.12. Prove que se um pol��gono tem mais de dois eixos de simetria, ent~ao, eles s~ao onorrentes emum �unio ponto.13. Dados uma reta `, dois pontos A e B em um dos lados de ` e um segmento de omprimento a,enontre um segmento XY de omprimento a sobre `, tal que o omprimento do aminho AXY Bseja o menor poss��vel.14. Seja ABC um triângulo autângulo e AD, BE e CF as alturas relativas aos lados BC, CA eAB, respetivamente. Mostre que se a reta que liga o ortoentro ao irunentro de ABC for paralelaa um dos lados, ent~ao os lados do triângulo DEF est~ao em progress~ao aritm�etia.15. Considere um ponto P sobre a borda de uma elipse om foos A e B. Mostre que a reta tangente�a elipse por P �e perpendiular �a bissetriz do ângulo \APB.16. Seja ABC um triângulo autângulo de ortoentro H e irunentro O. A mediatriz do segmentoAH orta AB no ponto P e AC no ponto Q. Mostre que \AOP = \AOQ:17. Construa um triângulo retângulo ABC, om ângulo reto no v�ertie A, onheendo as medidasdos segmentos AC e BI, onde I �e o inentro do dado triângulo.18. (IMO - 95) Seja ABCDEF um hex�agono onvexo om AB = BC = CD, DE = EF = FA,e \BCD = \EFA = 60Æ. Sejam G e H dois pontos no interior do hex�agono tais que \AGB =\DHE = 120Æ. Prove que AG+GB +GH +DH +HE � CF19. (Torneio das Cidades) Um ��rulo om entro O est�a insrito em um ângulo. Seja A a reex~aode O sobre um dos lados do ângulo. As tangentes ao ��rulo atrav�es de A intereptam o outro ladodo ângulo nos pontos B e C. Prove que o irunentro do triângulo ABC est�a sobre a bissetriz doângulo original.20. (OIM) �E poss��vel onstruirmos um triângulo sendo onheidos apenas o ortoentro e dois dospontos m�edios dos lados?21. Dado um triângulo ABC, enontre um ponto P do plano tal que a soma PA + PB + PC sejaa menor poss��vel. (Problema de Fermat)22. Dado o triângulo autângulo ABC, insreva em ABC um triângulo ujo per��metro seja o menorposs��vel. (Problema de Fagnano)


