02 — Simetrias

I — Simetria Central

Dizemos que um ponto A’ é obtido de um ponto A por meio de uma ”simetria central” sobre o ponto
O (chamado centro de simetria) se O é o ponto médio do segmento AA’. Neste caso, dizemos que o
ponto A’ é o simétrico de A em relacao ao ponto O.

E importante observar que uma simetria central é uma isometria, no sentido de que se A" e B’ sao
os simétricos de A e B, respectivamente, em relacao ao ponto O, entao A’B’ = AB. De um modo

- —
mais abrangente, podemos afirmar que A'B'= — AB

Dessa forma, a imagem de qualquer figura por uma simetria central é uma figura semelhante. Em
particular, a imagem de uma reta por uma simetria central é uma reta paralela e a de um circulo
C' é um circulo C" congruente a C' cujo centro é o simétrico do centro de C' em relagao a centro de
simetria.

Exercicios:

1. Construa uma reta passando por um dado ponto A tal que o segmento compreendido entre seus
pontos de intersecao com uma dada reta ¢ e um dado circulo S é dividido ao meio pelo ponto A.

2. Se A é um ponto comum a duas circunferéncias S; e Sy, construa uma reta /¢ tal que:
(a) As circunferéncias Sy e Sy determinem cordas iguais sobre /.

(b) As circunferéncias Sy e Sy determinem cordas sobre ¢ cuja diferenga é igual a um dado valor a.

3. Considere duas cordas AB e CD de um dado circulo S, e um ponto J sobre a corda C'D. Ache
um ponto X sobre a circunferéncia de S tal que as cordas AX e BX determinem sobre a corda C'D
um segmento E'F' cujo ponto médio é o ponto J.

4. No triangulo ABC' as bissetrizes dos angulos B e C' encontram a mediana AD nos pontos E e F,
respectivamente. Se BE = C'F, prove que ABC' é isosceles.

5. (a) Sejam Oy, Os,..., O,, (n par) pontos no plano e seja AB um segmento arbitrario; seja A, By
o segmento obtido de AB por uma simetria sobre O;; A3B, é obtido a partir de A4;B; por uma
simetria sobre o ponto O,, e assim sucessivamente; seja A, B, o segmento obtido de A, _{B,_; por
uma simetria sobre O,,. Prove que AA, = BB,. A afirmacio desse problema continua verdadeira se
n for impar?
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(b) Considere um nimero impar de pontos Oy, Os,. .., O,, dados no plano. Seja A um ponto arbitrério
movido sucessivamente por simetrias sobre os pontos O, O,,..., O,. Seja A, o ponto encontrado.
Movemos A,, através de simetrias sobre os mesmos pontos Oy, Os,..., O,. Mostre que o ponto As,,,
obtido como resultado dessas 2n simetrias, coincide com o ponto A. A afirmacao continua verdadeira
se n for par?

(c) Considere n pontos dados no plano. Um ponto arbitrario é movido sobre os pontos Oy, O,,. .., O,
por meio de simetrias; entao, o mesmo ponto original é movido sucessivas vezes por simetrias sobre
os pontos O, Os,. .., O, na ordem inversa: O,, O,_1,..., Oy. Para quais valores de n a posicao final
do ponto tomado coincide?

6. Seja n um numero impar, e sejam n pontos dados no plano. Ache os vértices de um poligono de
n lados que tem os pontos dados como pontos médios de seus lados. Considere ainda, o caso quando
n é par.

IT — Simetria Axial

Dizemos que um ponto A’ é imagem de um ponto A por uma reflexao em uma reta ¢ (chamado eixo
de simetria) se o segmento AA’' é perpendicular a ¢ e é dividido ao meio por /, ou seja, se a reta /£
for a mediatriz do segmento AA’. Neste caso, dizemos que A’ é simétrico a A em relagao a reta /.

Exercicios:

7. (a) Sdo dados uma reta M N e dois pontos A e B no mesmo lado da reta. Ache um ponto X
sobre M N tal que os segmentos AX e BX facam angulos iguais com M N, ou seja

ZAXM = /BXN.

(b) Sdo dados uma reta M N e dois circulos Sy e Sy no mesmo lado da reta. Ache um ponto X sobre
MN tal que uma das tangentes desse ponto ao primeiro circulo e uma das tangentes desse ponto ao
segundo circulo facam angulos iguais com M N.

(c) Sao dados uma reta MN e dois pontos A e B no mesmo lado da reta. Ache um ponto X sobre
MN tal que os segmentos AX e BX facam angulos com essa reta de modo que um deles seja duas
vezes o outro, ou seja,

LZAXM =2-/BXN.

8. Considere trés retas £, /5 e /3, concorrentes em um tnico ponto, e um ponto A sobre ¢;. Construa
um triangulo ABC' tal que /¢, {5 e /5 sejam as bissetrizes do triangulo.

9. (a) Construa um triangulo ABC dados a base AB = a, a altura CH = h e a diferenca delta dos
angulos da base.

(b) Construa um triangulo dados dois lados e a diferenga ¢ dos angulos que eles formam com o
terceiro lado.

10. Seja MON um angulo dado junto com dois pontos A e B em seu interior. Ache um ponto Z
sobre OM tal que o triangulo X 7Y seja isosceles, onde X e Y sao os pontos de intersecao de AZ e
BZ com ON.
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11. Seja ABC um triangulo acutangulo. Seja AD a altura sobre BC, e seja H um ponto qualquer
sobre o segmento AD. As retas BH e C'H intersectam AC e AB em E e F, respectivamente. Prove
que /ZEDH = /FDH.

12. Prove que se um poligono tem mais de dois eixos de simetria, entao, eles sao concorrentes em
um tinico ponto.

13. Dados uma reta /¢, dois pontos A e B em um dos lados de ¢/ e um segmento de comprimento a,
encontre um segmento XY de comprimento a sobre /, tal que o comprimento do caminho AXY B
seja 0 menor possivel.

14. Seja ABC um triangulo acutangulo e AD, BE e C'F as alturas relativas aos lados BC', CA e
AB, respectivamente. Mostre que se a reta que liga o ortocentro ao circuncentro de ABC' for paralela
a um dos lados, entao os lados do triangulo DEF' estao em progressao aritmética.

15. Considere um ponto P sobre a borda de uma elipse com focos A e B. Mostre que a reta tangente
a elipse por P é perpendicular a bissetriz do angulo ZAPB.

16. Seja ABC um triangulo acutangulo de ortocentro H e circuncentro O. A mediatriz do segmento
AH corta AB no ponto P e AC no ponto ). Mostre que ZAOP = ZAOQ.

17. Construa um triangulo retangulo ABC', com angulo reto no vértice A, conhecendo as medidas
dos segmentos AC' e BI, onde I é o incentro do dado triangulo.

18. (IMO - 95) Seja ABCDEF um hexdgono convexo com AB = BC' = CD, DE = EF = FA,
e /ZBCD = /ZEFA = 60°. Sejam G e H dois pontos no interior do hexdgono tais que ZAGB =
/DHFE = 120°. Prove que

AG+GB+GH+ DH+HE > CF

19. (Torneio das Cidades) Um circulo com centro O estd inscrito em um angulo. Seja A a reflexao
de O sobre um dos lados do angulo. As tangentes ao circulo através de A interceptam o outro lado
do angulo nos pontos B e C. Prove que o circuncentro do triangulo ABC' estd sobre a bissetriz do
angulo original.

20. (OIM) E possivel construirmos um triangulo sendo conhecidos apenas o ortocentro e dois dos
pontos médios dos lados?

21. Dado um triangulo ABC', encontre um ponto P do plano tal que a soma PA + PB + PC seja
a menor possivel. (Problema de Fermat)

22. Dado o triangulo acutangulo ABC', inscreva em ABC' um triangulo cujo perimetro seja o menor
possivel. (Problema de Fagnano)



