03 — Rotacoes

Sejam O um ponto no plano e & um angulo dado; adotemos um sentido de rotagao (digamos, por
exemplo, o sentido anti-hordrio). Seja A um ponto arbitrario no plano; Dizemos que o ponto A’ é
obtido do ponto A por uma rotacao com centro em O e angulo de rotacao igual a o, se A’ é o ponto

do plano tal que A0 = A'O e LZAOA' = a.
Exercicios:

1. (a) Considere um triangulo eqiiilitero ABC inscrito em um circulo I', e seja P um ponto sobre o
menor arco BC' de I'. Prove que PA = PB + PC. -
(b) Em um dado triangulo ABC' qualquer, determine um ponto P no seu interior tal que PA+ PB+

PC seja minimo. (Problema de Fermat)

2. (Alemanha - 94) Em um plano considere uma reta g e um ponto A fixo, nao pertencente a g. Um
ponto P corre sobre g. Determine o conjunto dos pontos X do plano de modo que X, A e P sejam
vértices de um triangulo equilatero.

3. (Ird - 95) Suponha que ABCD é um quadrado e K e N sdo pontos sobre AB e AD, respectiva-
mente, tal que AK - AN =2-BK - DN. Sejam L e M os pontos de intersecao da diagonal BD com
CK e CN, respectivamente. Prove que os pontos K, L, M, N e A sao conciclicos.

4. Em um plano sao dados um circulo C' com diametro sobre a reta £, e um ponto P em C, nao
pertencente a ¢. Construa todos os triangulos equildteros que tém um vértice em P um em C' e o
outro sobre o diametro /.

5. Ache todos os triangulos equildteros cujos vértices encontram-se sobre trés retas paralelas dadas
ou sobre trés circulos conceéntricos.

Composicao de Rotacoes

Como vimos anteriormente, uma rotagao de centro em O e angulo o é uma isometria (conserva o
comprimento) que transforma cada ponto P em um ponto P’ tal que OP = OP' ¢ /POP' = q.
Podemos combinar varias rotacoes entre si ou com outras transformacoes. Estudaremos aqui a
composicao de duas rotacoes.

Considere duas rotagoes sucessivas (no mesmo sentido) com centro comum O e com angulos de
rotacao iguais a « e 3, respectivamente. E imediato que estas duas rotagoes sao equivalentes a uma
tinica rotagdo com centro O e angulo (o + ). No entanto, o que podemos afirmar se o centro da
primeira rotacao for diferente do centro da primeira? A verdade é que estas duas rotacoes continuarao
sendo equivalentes a uma unica rotagao, com centro em algum ponto O do plano e de angulo (a+ /).
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Veremos como encontrar este centro de rotagao.

Seja F) a figura obtida a partir de F' por uma rotacao com centro Oy e angulo de rotacao a, e seja
F' a figura obtida a partir de F; por uma rota¢ao (no mesmo sentido) com centro O, e angulo 3.

Se a primeira rotacao leva o segmento AB da figura F' a um segmento A,B; da figura F}, e se a
segunda rotacao leva o segmento A;B; a um segmento A’B’ da figura F’, entdo, os segmentos AB e
A, By sao iguais e formam um angulo a; os segmentos A;B; e A’B’ sio iguais e formam um angulo
B. Segue que os segmentos AB e A'B’ sdo iguais e formam um angulo a + 8. (Se a + 8 = 360°,
significa dizer que os segmentos correspondentes das figuras F' e F' sdo paralelos). Mas, entao, existe
uma rotacao com centro em um ponto O que leva a figura F' até a figura F'. Assim, concluimos
que as figuras F' e F” estao relacionadas por uma rotacao, se o + [ # 360°, e por uma translacao se
a+ = 360°.

Mostraremos como encontrar o centro O a partir de O; e Oy e dos angulos a. e 5. Suponha inicialmente
que a + [ # 360°. Nesse caso, a soma das duas rotacoes é uma rotacao com angulo igual a o + f.
Vamos achar o seu centro.

As duas rotagoes levam o ponto O; da primeira rotagao até o ponto Of, tal que 0,05 = 070, e
2010507 = B. (A primeira deixa O fixo e a segunda leva O; até O}). Além disso, estas duas
rotagoes levam o ponto Of até o ponto O,, tal que m = 0,0, e L0400y = a.(A primeira leva
OF até Oy e a segunda deixa O, fixo).

Segue que o centro O que estamos procurando é eqiiidistante de Oy e O e de Oy e Of; con-
seqiientemente, o ponto O coincide com o ponto de intersecao das mediatrizes ¢; e {5 de 0,0 e
0,0, respectivamente. Mas, é claro que ell; passa por Oy e Z{10;0, = a/2, que {5 passa por Oy
e /050109 = /2. As retas {; e 5 sao determinadas sob estas condigoes, sua interse¢ao nos dé o

ponto O desejado.

Se a + [ = 360°, entao, as duas rotacoes eqiiivalem a uma translacao, de modo que elas levam O;
até O7(ou Oy até O)); neste caso, é facil notar que ¢; e {5 serdo paralelas entre si e perpendiculares
a direcao de translagao, de tal modo que a distancia entre ¢; e /5 é igual a metade da distancia de
translacao.

Exercicios:

6. (a)Construa tridngulos eqiiildteros sobre os lados de um tridngulo arbitrdrio ABC. Prove que os
centros Oy, Oy e O3 desses triangulos sao vértices de um triangulo eqiiilatero.

(b)Sobre os lados de um triangulo arbitrario ABC, construimos triangulos isésceles BC' Ay, ACB; e
ABC,, externamente ao triangulo, com angulos nos vértices Ay, By e C] iguais a «a, [3 e §, respecti-
vamente. Prove que, se a + 3+ d = 360°, entao, os angulos do triangulo A, B;C sao iguais a «/2,

[/2ed/2.

7. Sobre os lados de um triangulo arbitrario ABC', construimos triangulos eqiiilateros BC'A;, AC B,
e ABC,, tal que os vértices A e A; estejam sobre lados opostos de BC, B; e B estejam sobre lados
opostos de AC, mas C; e C estejam sobre o mesmo lado de AB. Seja M o centro do tridngulo ABC).
Prove que BlM == MAl e BlMAl = 120°.

8. Construa um poligono de n lados dados os n pontos que sao os vértices dos triangulos isésceles
construidos sobre os lados do poligono, e sendo conhecidos os angulos oy, as, ..., a, dos triangulos.
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9. Sobre os lados de um quadrilatero convexo ABCD, quadrados sao construidos, exteriormente.
Os centros desses quadrados sao My, My, Ms e M,. Mostre que My Mz = MyMy e My Mz 1L My My,

10. (IMO - 1975) Sobre os lados de um triangulo qualquer ABC, triangulos ABR, BCP e CAQ
sao construidos, externamente, com ZCBP = ZCAQ = 45°, /BCP = ZAC(Q = 30°, ZABR =
/BAR = 15°. Prove que ZQRP =90° e QR = RP.

11. (Torneio das Cidades) O ponto M estd no interior do quadrilatero convexo ABC'D de modo que
os triangulos AM B e CM D sejam isosceles (AM = MB, CM = MD) e ZAMB = ZCMD = 120°.
Prove que existe um ponto N tal que os triangulos BNC e DN A sejam eqiiilateros.




