
03 { Rota�
~oesSejam O um ponto no plano e � um ângulo dado; adotemos um sentido de rota�
~ao (digamos, porexemplo, o sentido anti-hor�ario). Seja A um ponto arbitr�ario no plano; Dizemos que o ponto A0 �eobtido do ponto A por uma rota�
~ao 
om 
entro em O e ângulo de rota�
~ao igual a �, se A0 �e o pontodo plano tal que AO = A0O e \AOA0 = �.Exer
��
ios:1. (a) Considere um triângulo eq�uil�atero ABC ins
rito em um 
��r
ulo �, e seja P um ponto sobre omenor ar
o BC de �. Prove que PA = PB + PC.(b) Em um dado triângulo ABC qualquer, determine um ponto P no seu interior tal que PA+PB+PC seja m��nimo. (Problema de Fermat)2. (Alemanha - 94) Em um plano 
onsidere uma reta g e um ponto A �xo, n~ao perten
ente a g. Umponto P 
orre sobre g. Determine o 
onjunto dos pontos X do plano de modo que X, A e P sejamv�erti
es de um triângulo equil�atero.3. (Ir~a - 95) Suponha que ABCD �e um quadrado e K e N s~ao pontos sobre AB e AD, respe
tiva-mente, tal que AK �AN = 2 �BK �DN . Sejam L e M os pontos de interse�
~ao da diagonal BD 
omCK e CN , respe
tivamente. Prove que os pontos K, L, M , N e A s~ao 
on
��
li
os.4. Em um plano s~ao dados um 
��r
ulo C 
om diâmetro sobre a reta `, e um ponto P em C, n~aoperten
ente a `. Construa todos os triângulos equil�ateros que têm um v�erti
e em P um em C e ooutro sobre o diâmetro `.5. A
he todos os triângulos equil�ateros 
ujos v�erti
es en
ontram-se sobre três retas paralelas dadasou sobre três 
��r
ulos 
on
êntri
os.Composi�
~ao de Rota�
~oesComo vimos anteriormente, uma rota�
~ao de 
entro em O e ângulo � �e uma isometria (
onserva o
omprimento) que transforma 
ada ponto P em um ponto P 0 tal que OP = OP 0 e \POP 0 = �.Podemos 
ombinar v�arias rota�
~oes entre si ou 
om outras transforma�
~oes. Estudaremos aqui a
omposi�
~ao de duas rota�
~oes.Considere duas rota�
~oes su
essivas (no mesmo sentido) 
om 
entro 
omum O e 
om ângulos derota�
~ao iguais a � e �, respe
tivamente. �E imediato que estas duas rota�
~oes s~ao equivalentes a uma�uni
a rota�
~ao 
om 
entro O e ângulo (� + �). No entanto, o que podemos a�rmar se o 
entro daprimeira rota�
~ao for diferente do 
entro da primeira? A verdade �e que estas duas rota�
~oes 
ontinuar~aosendo equivalentes a uma �uni
a rota�
~ao, 
om 
entro em algum ponto O do plano e de ângulo (�+�).1



2 Composi�
~ao de Rota�
~oes - Prof. Onofre CamposVeremos 
omo en
ontrar este 
entro de rota�
~ao.Seja F1 a �gura obtida a partir de F por uma rota�
~ao 
om 
entro O1 e ângulo de rota�
~ao �, e sejaF 0 a �gura obtida a partir de F1 por uma rota�
~ao (no mesmo sentido) 
om 
entro O2 e ângulo �.Se a primeira rota�
~ao leva o segmento AB da �gura F a um segmento A1B1 da �gura F1, e se asegunda rota�
~ao leva o segmento A1B1 a um segmento A0B0 da �gura F 0, ent~ao, os segmentos AB eA1B1 s~ao iguais e formam um ângulo �; os segmentos A1B1 e A0B0 s~ao iguais e formam um ângulo�. Segue que os segmentos AB e A0B0 s~ao iguais e formam um ângulo � + �. (Se � + � = 360Æ,signi�
a dizer que os segmentos 
orrespondentes das �guras F e F 0 s~ao paralelos). Mas, ent~ao, existeuma rota�
~ao 
om 
entro em um ponto O que leva a �gura F at�e a �gura F 0. Assim, 
on
lu��mosque as �guras F e F 0 est~ao rela
ionadas por uma rota�
~ao, se �+ � 6= 360Æ, e por uma transla�
~ao se� + � = 360Æ.Mostraremos 
omo en
ontrar o 
entro O a partir de O1 e O2 e dos ângulos � e �. Suponha ini
ialmenteque � + � 6= 360Æ. Nesse 
aso, a soma das duas rota�
~oes �e uma rota�
~ao 
om ângulo igual a � + �.Vamos a
har o seu 
entro.As duas rota�
~oes levam o ponto O1 da primeira rota�
~ao at�e o ponto O01, tal que O1O2 = O01O2 e\O1O2O01 = �. (A primeira deixa O1 �xo e a segunda leva O1 at�e O01). Al�em disso, estas duasrota�
~oes levam o ponto O002 at�e o ponto O2, tal que O002O1 = O2O1 e \O002O1O2 = �.(A primeira levaO002 at�e O2 e a segunda deixa O2 �xo).Segue que o 
entro O que estamos pro
urando �e eq�uidistante de O2 e O002 e de O1 e O01; 
on-seq�uentemente, o ponto O 
oin
ide 
om o ponto de interse�
~ao das mediatrizes `1 e `2 de O1O01 eO2O002 , respe
tivamente. Mas, �e 
laro que ell1 passa por O1 e \`1O1O2 = �=2, que `2 passa por O2e \`2O1O2 = �=2. As retas `1 e `2 s~ao determinadas sob estas 
ondi�
~oes, sua interse�
~ao nos d�a oponto O desejado.Se � + � = 360Æ, ent~ao, as duas rota�
~oes eq�uivalem a uma transla�
~ao, de modo que elas levam O1at�e O01(ou O2 at�e O02); neste 
aso, �e f�a
il notar que `1 e `2 ser~ao paralelas entre si e perpendi
ulares�a dire�
~ao de transla�
~ao, de tal modo que a distân
ia entre `1 e `2 �e igual �a metade da distân
ia detransla�
~ao.Exer
��
ios:6. (a)Construa triângulos eq�uil�ateros sobre os lados de um triângulo arbitr�ario ABC. Prove que os
entros O1, O2 e O3 desses triângulos s~ao v�erti
es de um triângulo eq�uil�atero.(b)Sobre os lados de um triângulo arbitr�ario ABC, 
onstru��mos triângulos is�os
eles BCA1, ACB1 eABC1, externamente ao triângulo, 
om ângulos nos v�erti
es A1, B1 e C1 iguais a �, � e Æ, respe
ti-vamente. Prove que, se � + � + Æ = 360Æ, ent~ao, os ângulos do triângulo A1B1C1 s~ao iguais a �=2,�=2 e Æ=2.7. Sobre os lados de um triângulo arbitr�ario ABC, 
onstru��mos triângulos eq�uil�ateros BCA1, ACB1e ABC1, tal que os v�erti
es A e A1 estejam sobre lados opostos de BC, B1 e B estejam sobre ladosopostos de AC, mas C1 e C estejam sobre o mesmo lado de AB. SejaM o 
entro do triângulo ABC1.Prove que B1M =MA1 e B1MA1 = 120Æ.8. Construa um pol��gono de n lados dados os n pontos que s~ao os v�erti
es dos triângulos is�os
eles
onstru��dos sobre os lados do pol��gono, e sendo 
onhe
idos os ângulos �1; �2; : : : ; �n dos triângulos.



Olimp��ada de Matem�ati
a - Geometria Plana 39. Sobre os lados de um quadril�atero 
onvexo ABCD, quadrados s~ao 
onstru��dos, exteriormente.Os 
entros desses quadrados s~ao M1, M2, M3 e M4. Mostre que M1M3 =M2M4 e M1M3?M2M4.10. (IMO - 1975) Sobre os lados de um triângulo qualquer ABC, triângulos ABR, BCP e CAQs~ao 
onstru��dos, externamente, 
om \CBP = \CAQ = 45Æ, \BCP = \ACQ = 30Æ, \ABR =\BAR = 15Æ. Prove que \QRP = 90Æ e QR = RP .11. (Torneio das Cidades) O pontoM est�a no interior do quadril�atero 
onvexo ABCD de modo queos triângulos AMB e CMD sejam is�os
eles (AM =MB, CM =MD) e \AMB = \CMD = 120Æ.Prove que existe um ponto N tal que os triângulos BNC e DNA sejam eq�uil�ateros.


