DESIGUALDADES COM CONTAS (PARTE I)

Edson Lopes

Nesse artigo vamos aprender a trabalhar um método extremamente 1til para resolugao de de-
sigualdades. Definiremos diversas técnicas que necessitam, em geral, de paciéncia e habilidade com
calculos, e que resolvem muitos problemas que tem sido propostos em olimpiadas nos ultimos anos.
Nao esqueca nunca, porém, de optar também por métodos mais simples e convencionais, por muitas
vezes eles s40 mais propicios, se analisarmos o fator tempo.

Infelizmente o artigo estd bem resumido, e servird melhor apenas como base para pesquisar
sobre o assunto. Apresentarei os principais teoremas que os ajudaram a vencer uma desigualdade
nas contas, mostrando solugoes pra alguns problemas usando os métodos apresentados.

No final do artigo tem uma sess@ao de problemas para praticar o que foi aprendido.

1 MAJORACAO
Dado n inteiro positivo, sejam (a1, as,...,a,) e (b1, ba, ..., b,) sequencias de reais satisfazendo a; >

(LQZ...ZaneblszZ...an.
Dizemos que a primeira sequencia majora a segunda se:

a; > by
ay + az > by + by

a1 +as+...+a, =by +bx+..+0b,
Define-se: (a1, ag, ..., an) = (b1,ba,...,by)

1.1 DESIGUALDADE DE KARAMATA

TEOREMA 1. (DESIGUALDADE DE KARAMATA) Se f é uma fungdo convexa definida nos reais, e
(a1,a2,...;a,) > (b1,ba,....by), temos que:

flar) + flaz) + ... + flan) = f(b1) + f(b2) + ... + f(bn)

Caso f seja concava, troca-se o sinal, e o resultado permanece correto

COROLARIO 1. (DESIGUALDADE DE JENSEN) Se b, = @F=F9  porg todo 1 < i < n, obtemos:
n » D )

fla+f(az)+. . +f(an) f(a1+a2+”'+a" )

PROBLEMA 1. Seja n um inteiro positivo e ai,...,an reais positivos com Zle a; < Zle i(i+1)
para k =1, ... , n.
Lo, 1 n
Prove que -+ -+t 20

n

SOLUGAO. Pelo enunciado, (n(n+1),(n—1)n,...,1.2) = (3, i(i+1) — Z?:_ll iy Op—1y ey @1).

; 1 1 _ 1 g . .
Veja que 5~ > T T © que f(z) = & € convexa nos reais positivos.

. n 1 n—1 1 1 n 1 _

Logo, pela desigualdade de karamata, 3 3;_ ) o= > > i) o+ S ) S >3, T =

_n_
n+1

Para fixar a idéia de Karamata na cabeca, pense nesse problema:



n
1,j=

PROBLEMA 2. (IRAN TST 2006) Sejam 1,2, ..., z,, reais. Prove que Y ;. |zi+xj| >nd i |z

1.2 CONTAS, NAO TENHO MEDO DE VOCES!

1.2.1 SOMATORIOS SIMETRICOS - REDUZINDO CONTAS

: o . bi, b
Definimos » ., 27" 5.z} em n varidveis como a soma de todos os nimeros da forma 7' x3? b

onde (by,bs,...,b,) sdo todas as permutagdes de (aj,as,...,a,). (Um somatdrio simétrico de n
varidveis tem n! parcelas)

Por exemplo:

Esym a®b em 3 varidveis = a?b + a’c + b%a + b?c + c?a + %b
Esym a®bc em 3 varidveis = a3b?c + a®bc? + a?b3c + ab3c® + abc® + ab*c?
> sym abc em 3 varidveis = 6abc

1.2.2 DESIGUALDADE DE MUIRHEAD

Agora vamos conhecer aquele que talvez seja o mais importante teorema desse artigo, um brilhante
e fortissimo resultado sobre somatoérios simétricos de reais positivos e majoracao.

TEOREMA 2. (DESIGUALDADE DE MUIRHEAD, OU BUNCHING) Dadas duas sequencias de reais
(a1,a2,...,an) € (b1,ba,...,by), tais que (a1,as,...,an) >=(b1,ba,...,by) € reais positivos x1,Ta, ..., T,
temos que:

Parece feio, ndo? Vamos resolver alguns problemas pra mostrar o quao 1til e simples é nosso
teoremal

ProBLEMA 3. (USAMO 97) Prove que, para todos os reais positivos a,b,c, vale
1

1 1 1
a3+b3+abe + a3+c3+abe + c3+b3+abe S abe
SOLUGAO. Se optarmos pelo método ‘criativo’ de resolver o problema, podemos notar que % <

c . A p Lo
atire- Como isso nao € trivial, podemos optar pelo método técnico:

Veja que, abrindo tudo e multiplicando por 2, temos:

1 1 1 1
a3+b3+abe + a3+c3+abe + c3+b3+abe < abe

= Zsym(a3 + b3 + abe)(b® + ¢ + abe)abe < 2(a® + b3 + abe)(a® + ¢ + abe) (b3 + ¢ + abe)

= Y eym a’be + 3atbte + 4aPb?c? + a3b3cP < D sym a’be + 3a*btc + 2a°b?c? + 24563 + a3b3c?
67,3 512 .2

= D ym 20°0° = 30 2a”b e

Agora, veja que, (6,3,0) > (5,2,2), ou seja, pelo teorema de Muirhead, o problema acabou.

PROBLEMA 4. (IMO SHORTLIST 98) Sejam z,y,z reais positivos com zyz = 1. Prove que:

w

z°3 yS 53 >
(1+y)(1+z) + (+z)(1+2) + (A+y)(1+z) = 4

SOLUGAO. Aqui iremos ensinar um método chamado homogenizacao.

Dizemos que uma desigualdade € homogénea quando seu grau € o mesmo dos dois lados. Veja
que nossa desigualdade tem vdrios graus, ou seja, se abrirmos tudo, vai ficar complicado usar Muir-
head, pois a majoracao s6 ocorre em sequencias de mesma soma. Logo, temos que tornar todo muito
tgqual. Para isso, vamos usar que ryz = 1.
Facamos entdo z = a>, y = b3, 2 = ¢3. Temos entdo abc = 1. Logo, transformando os 1’s dos
denomindores e numeradores em abc, nossa desigualdade fica assim:

3 y> z
(Ty)(Ts) | Gro+2) T 09 Ta)

3
e

a® b° o 3abc
abc+b3)(abc+c3 + abc+a3) (abe+c3 + abc+b3)(abc+a3 2 4
(

Abrindo e multiplicando por 2, temos:



> sym a®(abe + a3) > 3abe > sym(abe + a®)(abc + b3)(abe + ¢3)

4> a'? +a%c > 3a?b?c? > (a® + be)(b? + ac)(c? + ab)

sym sym

= Zsym 4a'2 + 4a'%¢c > Esym 6abict + aPb5c? + abb3c3
Veja que, por Muirhead,

D eym 4a*%bc > > sym 4a*bict,
Deym 2a'%c > D sym 2a*btct,
Zsym a'%bc > Zsym a’b’c?,
Zsym a'%bc > Zsym a®h3c3.

Logo, o problema acabou.

2 QOUTRAS DESIGUALDADES

2.1 DESIGUALDADE DE SCHUR

TEOREMA 3. (DESIGUALDADE DE SCHUR) Dados a,b,c reais positivos e r um real aleatdrio difer-
ente de 0, vale a desigualdade:

a"(a—=b)la—c)+ b (b—a)b—c)+ " (c—a)(c—b) >0

Vamos resolver um problema pra exemplificar sua utilidade.

PROBLEMA 5. (POLONIA 2006) Dados a,b,c reais positivos satisfazendo ab+bc+ca = 3, prove que
a® 4+ b2 + 3 + 6abe > 9

SOLUGAO. Inicialmente, perceba que (a+b+c)? > 3(ab+ be+ ca), pois a® +b* +c? > ab+ be + ca.
Logo, a+ b+ ¢ > 3. Veja que isso implica (a 4+ b+ ¢)(ab+ be+ ca) > 9.

Logo, resta mostrar que a®+b® + 3 +6abc > (a+b+c)(ab+bc+ ca), mas isso ocorre se, e somente
se, a® +b® + ¢ + 3abe > Y a’b, que € a desigualdade de schur pra r = 1.

sym

2.2 DESIGUALDADE DE JENSEN GENERALIZADA

TEOREMA 4. (JENSEN GENERALIZADO) Sejam aq, ..., a, reais positivos tais que a1 +ag+...+a, = 1.

Se f é uma fungdo conveza, vale ay f(x1) +asf(z2) + ...+ anf(xn) > flarz1 +asza+ ...+ anxy),
Para Teais Ty, ..., Tp-

Caso f seja concava, trocamos o sinal, e o resultado permanece correto.

PROBLEMA 6. (IMO 2001) Sejam a,b,c reais positivos. Prove que:

< >
c2+8ab — 1.

a b
Va2+4-8bc + Vb2+8ca +

SOLUGAO. Como nossa desigualdade é homogénea, podemos supor, sem perder a generalidade, que
a+b+c=1.
Assim, como f(x) = ﬁ € convera nos reais positivos, temos:

b c 1
> .
+ Vb2+8ca + Ve24+8ab — Va34+b3+c3+24abe

a
a?+8bc

Resta entdo mostrar que a® +b® +c® +24abc < 1 = (a+b+c¢)?, mas isso ocorre, pois é o mesmo
que Y ym a’b > > sym abe (verdadeiro por MA-MG, ou Muirhead)

3 PROBLEMAS

Vamos entdo ao mais legal do artigo, a sess@o de problemas!



PROBLEMA 7. (DESIGUALDADE DE NESBITT) Prove que para reais positivos a,b,c, vale bj_c + ai’_c +
c 3
atb = 2

PROBLEMA 8. (IMO 1995) Dados a,b,c reais positivos com abc=1, prove que:

1 1 1 3
a3(b+c) + b3(a+c) + c3(b+a) 2 2

PrROBLEMA 9. (IMO 2005) Dados z,y,z reais positivos com xyz = 1, prove que:

5_ .2 5_,2 5_ .2
z°—x Yy~ — z°—z
5 y2+22 + 22 fyP 122 + 22 fy%+2° > 0.

PrOBLEMA 10. (IRAN 1996) Esse problema é do tipo ’resolva na porrada ou esteja em um dia
tluminado’
Sejam a,b,c reais positivos. Prove que:

(ab—i—bc—!—ca)((a_&b)g + (a-‘ic)2 + (c_:b)Q) > %

(Hint: Abra tudo, e lembre que a mistura de Muirhead e Schur é muito poderosa)

PROBLEMA 11. (JAPAO 1997) Sejam a,b,c reais positivos. Prove que:

(b+c—a)? (b4+a—c)? (atc—b)? 3
(b+c)2+a? + (b+a)?+c? + (a+c)2+b2 2 5

PROBLEMA 12. (IMO 2000) Sejam a,b,c reais satisfazendo abc = 1. Prove que:
(a—1+Hb-1+1)(c-1+21)<1

PROBLEMA 13. (IMO 1984) Sejam z,y,z reais nao-negativos tais que z+y+z = 1. Prove que
0<axy+uyz+zer—2zxyz < 2—77

PROBLEMA 14. (fNDIA 2007) Dados x,y,z reais positivos, prove que:
(z+y+2)%(zy +yz + 22)% <32 + y* + 2y) (2 + 2° + 22)(y* + 2% + y2)
PROBLEMA 15. Sejam a,b,c reais positivos. Prove que:

1 > 9
c2+b2+cb = (a+b+c)?

_|_

1 + 1
a2+b2+ab a2+c2+ac



