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Teorema (Desigualdade de Cauchy - 1a versdo)
Sejam aq, as, ..., an, b1, by, ..., by nimeros reais ndo todos nulos ent3o a seguinte
desigualdade ocorre:

(a1by + agbs + ...+ apby)? < (af + a3+ ... +a2)(b] + b3 + ... +b2).

A igualdade ocorre somente se

Prova:

Nés podemos escrever

(zai 4+ b1)2 + (zag + b2)? + ...+ (zan +b,)? =

(z%a? + 2xarby + %) + ... 4 (2%a? + 2zanb, + b2) =

Az? 4+ 2Bz + C,

onde

A=a?+a3+... +d2,

B =a1by +asbs + ...+ anb,,

C=b+b3+...+b2.

O lado esquerdo da equagdo acima é, uma soma de quadrados, n3o - negativo para

todo x; em particular para x = I Substituindo este valor em x na equagdo temos:
B? B AC — B?
A— —2B—4+C=———>0.
FER A °

Como A > 0 entdo AC — B? > 0. E a desigualdade estd provada! A igualdade s6 é
possivel se
zay + by =xa9 +by =...=za, + by,

que € 0 mesmo que,
bl bn
—=...= —(=-x)
ai Gnp,



Problema 1

(Teorema de Laguerre)

Suponha que todas as raizes do polindmio 2" + a,_12" ' + ... + ag sejam reais.
Ent3o, as raizes pertencem ao intervalo de extremidades

Ap—1  n—1 2n
— + ai_l — Ap_9.
n n n—1

Prova:

Seja y uma das raizes e y1,¥2,...,Yn_1 as outras. Entdo, o polinGmio deverd ser
(z—y)(x—y1)...(® — yn—1). Assim,

—ap1 =Y +yr+...+Yn-1

an—2 = Y(Yn—1+ ...+ Yn-1) + Zyiij
i<j

e, dai,
n—1
ap_y = 29—y =Yy
i=1
Pela desigualdade de Cauchy aplicada a (y1,...,yn—1) € (1,...,1),

(an—1+y)2 =W +y2+... +yn-1)?

n—1
<(n=1)) "yl =(n-1)(ah ;1 —2an2 -y,
=1
o 2 2(n—1) 2
Ay — n — n —
y? + :L Ly + ——an—y — a2_, <0.

Assim, os y (e portanto todos os y;) estdo entre as duas raizes da fun¢do quadratica,
e essas raizes sd3o nossos limitantes.

Problema 2
Seja P um polindmio com coeficientes positivos. Prove que se

" <i> > 5

ocorre para x = 1, entdo ocorre para todo x > 0.




Problema 3

Seja n > 1 um inteiro fixo, determine todos os reais positivos x1, T2, T3,..., Tp,
tais que:

I T2 In n

= + = 4+ ...+ = =

12 22 n? n—+1

1 1 1 n

T o+ =
2224 3229 + (n+1)%x, n+1

Problema 4
Verifique que a funco definida por f(x) = cos (Bx) satisfaz a identidade f(z)? =
%(1+f(2:n)) eprovequesep, > 0paral<k<mnep +ps+...+p,=1entio

(1+g(22)).

[N

g(x) = prcos (Brz) = g(x)* <

k=1

Teorema (Desigualdade de Cauchy - 2a vers&o)

Para quaisquer z, y € R", tem - se | (z,y) | < |z|-|y|. Vale a igualdade se, e somente
se, um dos vetores x, y é miultiplo esclar do outro.

Observagao:

(x,y) representa o produto interno candnico do R™ e |z| = \/(x,x) representa a
norma euclidiana.

Prova:

Lema:
x

Dados x, y € R", com y # 0 e pondo - se a = <| ’g>, o vetor z = x — ayy € ortogonal
Y

avy.

Prova do Lema:
Com efeito,

(z,9) = (x — ay,y) = (z,9) — a(y,y) = (,y) — aly|* = (z,y) — (z,y) = 0.

Prova do Teorema:

(2,9)
) P
ver, o vetor z = x — ay é ortogonal a y. Segue - se dai que

Isto é 6bvio se y = 0. Se, porém, for y # 0, poremos o = . Como acabamos de

j2f* = (2 + ay, 2 + ay) = 2> + 2|y

= |z)? > ?|y|* =

ou seja:



l22y|2 > (2,y)?, como querfamos demonstrar. Vale a igualdade se, e somente se,
z =0, ou seja, T = ay.

Problema 5
Prove que |z + y| < |z| + |y| com z, y € R™. (Desigualdade triangular)

Exercicios propostos:

1. Ache todos os numeros reais a1, ao, ..., a, que satisfacam

zn:ai = 96, ia? = 144, zn:af’ = 216.
=1 =1 =1

2. Prove a desigualdade

n n n n azbz
a0 = (a0 4
i=1 i=1 i=1 v
Yai, as, ..., an, by, ba, ..., b, nimeros positivos.

3. Sejam z, y, z nimeros reais positivos satisfazendo = + y + z = /zyz. Prove que
xy+yz+ze>9x+y+ 2).
4. Sejam a, b e ¢ nimeros reais positivos tais que abc = 1. Prove que

1 n 1 n 1 >§
adb+c) bat+e) Ala+bd) — 2

5.Se > a2 e > b2 convergem, prove que > a,b,, converge absolutamente.

6. Sejam ai, ao, ...,a, nimeros reais ndo todos nulos. Determine o menor que
22 + 23 + ... + 22 pode assumir, sabendo que 71, 2, ..., T, s3o nilmeros reais
satisfazendo a1x1 + asxe + a,x, = 1.
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