XVIII Olimpiada de Matematica do Cone Sul

Segunda Lista de Preparacao

Problema 1. No interior de um quadrado unitdrio sao escolhi-
dos trés pontos. Mostre que a distancia entre dois deles nao é

maior que \/6 — \/5

Problema 2. Seja ABCD um paralelogramo. A bissetriz de
/BAD corta BC' em M e corta o prolongamento de C'D em N.
O circuncentro do triangulo MCN é O. Prove que B,0,C, D
sao conciclicos.

Problema 3. Seja A = {a1 < a2 < ag < ...} uma sequéncia
crescente de inteiros positivos em que o nimero de fatores pri-
mos de cada termo, contando fatores repetidos, nunca é maior
que 2007. Prove que é sempre possivel extrair do conjunto A
um subconjunto infinito

B:{b1<bg<bg<...}

tal que o maximo divisor comum entre b; e b; € sempre o mesmo
quaisquer que sejam 7, j naturais distintos.

Problema 4. Determine um inteiro positivo N tal que para
todos os inteiros positivos m e n com m <nen > N a de-

sigualdade
1 n
14—
me ( + 2007)

seja satisfeita.

Problema 5. Existe algum conjunto A formado por sete inteiros
positivos, nenhum deles maior que 24, tal que a soma dos ele-
mentos de cada um dos seus subconjuntos (ndo-vazios) seja
distinta? Justifique.

Problema 6. Usando os digitos 1,2,3,4,5,6,7 construimos
varios nimeros de sete digitos distintos. E possivel que existam
dois nimeros dentre eles de modo que um divida o outro?

Problema 7. Sejam D um ponto sobre o lado BC' do triangulo
acutdngulo ABC (D # B e D # (), O; o circuncentro do
triangulo ABD, O o circuncentro do triangulo AC'D e O o cir-
cuncentro do triangulo AO;05. Determine o lugar geométrico
do ponto O.

Problema 8. M é um subconjunto de {1,2,3,...,15} tal que o
produto de quaisquer trés elementos distintos de M nao é um
quadrado. Determine o nimero maximo de elementos que M
pode ter.

Problema 9. Mostre que, para cada inteiro positivo n, existe
um inteiro positivo x tal que

VT 420067 + vz = (V2007 + 1)"

Problema 10. Prove que, para todo inteiro k£ > 1, existe um
inteiro positivo n com a seguinte propriedade: na representagao
decimal de 2™ podemos encontrar um bloco composto de exa-
tamente k zeros consecutivos, isto é,

2" =

a00...00b...,
—

k zeros
onde a, b sao digitos nao nulos.

Problema 11. Seja ABC um tridngulo acutangulo escaleno com
circuncentro O. Seja P um ponto no interior do triangulo ABC
tal que ZPAB = Z/ZPBC ¢ ZPAC = ZPCB. O ponto @ esté
sobre a reta BC' satisfazendo QA = QP. Prove que ZAQP =
2/0QB.

Problema 12. Encontre o valor maximo de
(@® +1)(y° +1)

para todos z,y € R tais que z +y = 1.

Atencao: estamos enviando um material tedrico sobre o
Principio Extremo. Lembramos também que no site de treina-
mento encontram-se outros materiais e informagoes tuteis para
seu estudo.

Prazo méaximo para devolugao: 12 de margo.

A préxima lista estara disponivel no site a partir do dia 14 de
marco

http://www.treinamentoconesul.blogspot.com/



