XVIII Olimpiada de Matematica do Cone Sul

Primeira Lista de Preparacao

Problema 1. Encontre todos os primos p para os quais existam
inteiros m,n satisfazendo as condigoes

p=m?+n® e pmd+n®—4

Problema 2. Todos os pares de pontos de um conjunto de 200
pontos do espaco estao ligados por segmentos que nao se in-
tersectam. Cada segmento é pintado de uma cor e o nimero
de cores é k. Aroldo quer pintar cada um dos 200 pontos com
uma das k cores de modo que o segmento que una dois pontos
da mesma cor nao tenha a cor de seus extremos. Aroldo pode
fazer essa pintura se

1. k=177
2. k=107

Problema 3. As alturas AD e BE do triangulo ABC' se encon-
tram no ortocentro H. Os pontos médios de AB e CH sao X
e Y, respectivamente. Prove que XY é perpendicular a DE.

Problema 4. Determine todas as funcoes f : R — R para as
quais

2?f(x) + f(1 —z) =22 —x*, para todo real z.

Problema 5. Um quadro negro estd inicialmente apagado. Em
cada movimento, pode-se adicionar dois 1’s ou apagar duas
cOpias de um mesmo numero n e colocar em seus lugares os
nimeros n—1 e n+1. Qual é o nimero minimo de movimentos
necessarios para colocar 2007 no quadro negro?

Problema 6. Considere o triangulo ABC' cujos comprimentos
dos lados sao a, b, ¢, onde a é o maior lado. Prove que ABC é
retangulo se, e somente se,

(Va+b+Va—-b)(Va+c+vVa—c)=(a+b+c)V2

Problema 7. Sobre uma circunferéncia existe um ntmero finito
de pontos vermelhos. Em cada ponto estd escrito um ntmero
positivo menor ou igual a 1. A circunferéncia é dividida em trés
arcos de modo que nenhum ponto vermelho é extremo de um
arco. A soma dos niimeros escritos de cada arco é calculada (se
um arco nao tem pontos vermelhos, sua soma é zero). Prove
que é sempre possivel encontrar uma divisao da circunferéncia
para a qual a diferenca entre o maior e o menor valor obtidos
seja no maximo 1.

Problema 8. Determine o maior inteiro positivo n para o qual
existe uma udnica tripla (x,y, z) de inteiros positivos tais que

992 + 100y + 101z = n.

Problema 9. Um circulo com centro I esta dentro de outro
circulo. AB é uma corda varidvel do circulo maior que é tan-
gente ao circulo menor. Determine o lugar geométrico do cir-
cuncentro do triangulo ABI.

Problema 10. Sejam z, y inteiros. Prove que 3z2 +4y? e 4x2 +
3y? ndo podem ser ambos quadrados perfeitos.

Problema 11. Seja ABC um tridngulo acutangulo com orto-
centro H, incentro I e tal que AC # BC. As retas CH
e CI encontram o circuncirculo de ABC nos pontos D e L,
respectivamente. Prove que ZCITH = 90° se, e somente se,
ZIDL = 90°.

Problema 12. Ache o menor inteiro ndo-negativo n para o qual
exista uma fungao ndo-constante f : Z — [0, 400) tal que, para
quaisquer inteiros x, y, tenhamos

L f(zy) = f(2)f(y),
2. 2f(1’2+y2)—f($) _f(y) € {Oala"'vn}'

Atencéo: estamos enviando um material teérico de Teoria Com-
binatéria dos Numeros. Lembramos também que no site de
treinamento encontram-se outros materiais e informacoes tteis
para seu estudo.

Prazo maximo para devolugao: 22 de fevereiro.

http://www.treinamentoconesul.blogspot.com/



